I. Differencialszamitas
Differenciahanyados, differencialhanyados, szeld, érint6

1. Abrazoljuk az f(x) = x3, x € R fiiggvényt! frjuk fel a grafikon alabbi két pontjan dtmend szel6
egyenletét!
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2. Hatarozzuk meg az el6z0 feladatban a grafikon P(1; 1) pontbeli érintdjének az egyenletét, és
igazoljuk, hogy az érintének a P ponttol kiilonb6z6 kdzds pontja is van a fiiggvénygorbével!

3.Szamitsuk ki az adott fiiggvény adott X, pontbeli differencidlhanyadosat.
Xo =3 f(x) =x2 X =1 f(x) =x2 Xg=4 f(x) =2x x,=3 f(x) =x

4. Szamitsuk ki a fliggvénygorbéhez huzott érinté meredekségét a megadott abszcisszaji pontban.
xo = 2 f(x) = 2x? Xg =6 f(x) =x%+3 Xo =4 f(x) =x3

5. Hatarozd meg az érinté meredekségét, majd egyenletét a fliggvénygorbék megadott pontjaiban.

a)y=x2 P3,9) by=x3 P(-1, -1) oy=x2+x3 P(1, 2) d)y=1x—2 P(2, 6)

6. Irjuk fel az f(x) = %XZ, x € R fliggvény x, = 2 pontbeli differencidlhanyadosat! Hatarozzuk meg

a gorbe Xp = 2 pontjaban a gorbéhez htizhato érint6 egyenletét!
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7. Irjuk fel az f(x) = 5x? fiiggvény x, = 2 pontbeli differencialhanyadosat! Hatarozzuk meg a gorbe
Xo = 2 pontjaban a gorbéhez huizhato érintd egyenletét!

8. Oldjuk meg az el6z6 feladatot, ha f(x) = x* és xo = 1.

9. Hatarozzuk meg az y = % egyenletli hiperbola P(2; 1) pontjaban a hiperboldhoz hiizhat6 érintd
egyenletét!

10. Hatdrozzuk meg az f(x) = v/x egyenletii gérbe x, = 9 abszcissz4ju pontjaban a gérbéhez hiizhato
érintd meredekségét, majd egyenletét! Mely pontokban metszi az érintd a koordinata-rendszer
tengelyeit?

11. Az y = x? egyenletli parabola melyik pontjaban huizott érinté parhuzamos az y = 6x — 1 egyen-
letli egyenessel?
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12. Hatarozzuk meg az y = §X — x? + x egyenletli gorbe x, = 3 abszcisszaju pontjaban hiizhatd

érintéjének egyenletét!

13. Az y = x3 + 1 egyenletii gdrbe melyik pontjdban huzott gdrbeérintd merdleges az x + 12y = 5
egyenletli egyenesre?

14. Az y = 0,5x? egyenletii parabola melyik pontjaban huzott érintd merdleges az y = 2x — 1 egyen-
leti egyenesre?

15. Az y = x? egyenletli parabola melyik pontjaban huizott érinté parhuzamos az y = ix — 3 egyen-
leti egyenessel?



16. Hatarozzuk meg azy = 0,5x% — 1 és az y = —2x% + 9 egyenletii parabolak metszéspontjaban a
parabolakhoz huzott érinték hajlasszogét!

17. Hatérozzuk meg az y = %XZ €sazy= —%Xz + 2x egyenletll paraboldk metszéspontjdban a

parabolakhoz huzott érintdk egyenletét és ezek hajlasszogét!

18. Adj példat olyan fliggvényre, amely valamely b valdés szamra értelmezve van b egy
kornyezetében, de nem differencialhatéd b-ben.

19. Hatarozzuk meg b értékét tigy, hogy az y = —2x + begyenes érintse az f(x) = 2x? —3x + 1
fliggvényt.

20. Hatarozzuk meg b értékét ugy, hogy az y = 48x — b egyenes érintse az f(x) = x> fiiggvényt.

21. Szamitsuk ki az adott fiiggvény adott x, pontbeli differencidlhanyadosat.

a)xo=—7 f(x) = -2x+1 b)xg =2 f(x) =3x2—=5 ¢)xo=-2 f(x) =vVx+3
22. Szamitsuk ki az adott fiiggvény adott x, pontbeli differencialhanyadosat.

a)Xo = —8 f(x) =3x—2 b)xo = +3 f(x) = 2Vx )Xo =0 f(x)=ﬁ
d)yxg =6 f(x) =20x3—-21 e) Xy = 4 f(x) = x? — 2x?

23. Hatarozd meg az érintd egyenletét a fliggvénygorbe megadott pontjaban:
f(x) =2x>—x+3 x,=3 Xo = =9 f(x) = —x3 — 2x

1X:X72 fliggvény érintdjét a (3, 1) pontban.

24. Irjuk fel az f(x) =

25. Mekkora ay = x%¢és az y = V/x fiiggvénygorbék (1, 1) pontban huzott érintéinek hajlasszoge?

26. irjuk fel az y = 2x3 + 3x% — 10x + 7 fiiggvénygérbe y = 2x + 90 egyenessel parhuzamos
érintoit.

27. Tekintsiik a [0, 2] intervallumon értelmezett f(x) = sinx és g(x) = cosx fiiggvényeket. Irjuk
fel az f(x) gorbéjéhez az x — 2y = 0 egyenletli egyenessel parhuzamos érintd egyenletét.

28. Az y = ax? + bx + cparabola 4tmegy az origén, és az E(3, 6) pontjadhoz hizott érintd
meredeksége —4. a) Irjuk fel a parabola egyenletét. b) Adjuk meg a parabola iménti érintdjének
egyenletét.
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29. Az f(x) = X: parabola x = 4 helyhez tartoz6 érintéje a parabola vezéregyenesét a P pontban

metszi. a) Hatdrozza meg a P pont koordinatait! b) A parabola mely pontjara teljesiil még, hogy az
ottani érintd ugyancsak P-ben metszi a vezéregyenest? c) Igazolja, hogy az el6bbi két érintd
merdleges egymasra!

30. Adott a valés szamok halmazan értelmezettf(x) = —x? — x + 6 fiiggvény, valamint a g(x) =
f'(x) —f(x) + 5 fiiggvény. Van-e olyan x, hely, ahol az f(x) és g(x) fiiggvények érintsi
parhuzamosak?



31. Egy meghibasodott katonai mithold mozgasat egy oran keresztiil figyelték a szakemberek. A
mithold Foldtdl valo tavolsagat a megfigyelés kezdetétdl az alabbi f(x) fliggvény irja le (az egység az
x tengelyen: 6 perc, az y tengelyen 1500 méter):

x?2 —4x+ 10, hax <3

X2+ 8x—8 hax>3 a) Milyen magasan volt a miihold a megfigyelés kezdetekor?

f(x) = {

b) A megfigyelés 30. percének végén végleg elromlott a mithold vezérlése, ekkortdl kezdve a f61dtol
valo tavolsagat f(x) érintdje szemlélteti. Mikor csapddott a miihold a foldbe?

32. a) Hatarozzuk meg az y = x? egyenletii parabola P(—1, 1) és Q(x, x?) pontjain 4tmend szeld
iranytangensét! b) Hatarozzuk meg a parabolaP(—1, 1) pontjaban a parabola érint6jének az egyen-
letét!

33. Az y = x3 —x? egyenletli gorbe x = 1 abszcissz4jii pontjidban a gdrbéhez hlizott érintdre
merdleges e egyenest allitunk. Hatdrozzuk meg az e egyenes egyenletét!

34. Azy = x3 — x? egyenletii parabola (1; 0) koordinataju pontjaban a parabolahoz e irintét huzunk.
Mely pontokban metszi az érinté a koordinata-rendszer tengelyeit? Az (1; 0) pontban az e érintére
merdleges f egyenest allitunk. Mely pontokban metszi az f egyenes a parabolat?

35. a) Irjuk fel a szinusz- és a koszinuszfiiggvények gorbéihez hiizhato érintk egyenletét
azxy = 0, g, n pontokban! b) Van-e inflexios pontja a két fiiggvénynek? Ha igen, mely pontokban?

36. Azy = x% + 4x + 3 egyenletli parabola melyik pontjahoz tartd parabolaérinté megy 4t a P(3; 4)
ponton?

37. Hatarozzuk meg az y = §X3 — 2x% 4 3x — 5 egyenletli gorbének azokat a pontjait, amelyekben
a gorbéhez huzott érinték parhuzamosak az x tengellyel!

38. Adjuk meg azokat a helyeket, ahol az f(x) = §x3 —x?—-5x+1, x €R fiiggvény differencidl-
hanyadosa 0!

39. Adjunk meg olyan fliggvényeket, amelyeknek a differencidlhdnyadosa az x; = —2 ésazx, = 3
helyeken 0!

X
x2+1
gorbéhez huzott érintd egyenletét!

40. Hatarozzuk meg az f(x) = fiiggvény grafikonjanak az x = 1 abszcissz4ju pontjaban a

41. Egy mésodfoku fiiggvény harom érintdje: y = —x—1,5 y=2x—-8 y=-3x—-0,5.
Hatdrozzuk meg a fiiggvényt.

42. Szamitsuk ki az adott fiiggvény adott pontbeli differencialhdnyadosat:

Xo =—8 f(x) =3x—2 Xo =1 f(x) = 6x% +2x—4 Xo =3 f(x) = 2vx
X =—2 f(x) = 2x3 Xg = —0 f(x) = 1
0 2 0 X+2



43. irjuk fel a fiiggvény adott pontbeli érintéjének egyenletét:
Xo =3 f(x) =2x* —x+3 Xg=—-1 g(x)=—-(x+3)*+3

x0=4h(x)=§—2 Xo = 4 i(x) = 3Vx
44. Adjuk meg a differencidlhdnyados definicidja szerint a fliggvény derivaltfiiggvényét az

értelmezési  tartomanyon. Abrazoljuk a figgvényt és a derivaltjat ugyanabban a
koordinatarendszerben.

f(x) = 2(x— 1)% + 1 g(x) = x2 — 3x+ 3 h(x) = ——+2

ix)=vx—1+1

Miiveletek differencialhato fiiggvényekkel
45. A derivalési szabalyokat alkalmazva hatarozzuk meg a fliggvények derivaltjat:
b(x) =3x—2 cx)=2x—1 dx) = —x3+3x—2
e(x) = x3 4+ 2x? — 5x — 6 f(x) = 4x~3 — 5x 72

46. Derivaljuk a kovetkezd trigonometrikus fiiggvényeket:
a(x) =sinx + 2 b(x) = 3cosx c(x) =sinx+ cosx d(x) = 4sinx — cosx

e(x) = —sinx + 5 cosx

47. A szorzatfliggvényre vonatkozo szabaly alapjan szdmitsd ki a kovetkez6 fliggvények derivaltjat.
a(x) = 2x3-x? b(x) = x°-x7

c(x) = (2x+3)(2x—1) dx) = x+4)(x%*-2) e(x) = (3x? — 5)(x% + 3x)
fx) = (x?+2x+1)(2x—2)

48. A hanyadosfliggvényre vonatkoz6 szabdly alapjan szdmitsd ki a kdvetkezd fiiggvények derivalt-
jat.

x8 5x° x2+3 x2+6X+9 3x3—4x2
ax)=— b=—7 ¥N=—7 dx) =— e(x) =——
2x—5 3x%+8
00 =2 gk =24

49. Derivaljuk a kovetkez0 fiiggvényeket:
a) f(x) = 3¥x b) f(x) = xvx o) f(x) == d)f(x) = (x2 = 2)(x* +x2 + 1)

XZ
e) f(x) = (2x® — 5x + 6)(x®> — 3x + 8) ) f(x) = §x3 —4x%>+3x+1

50. Melyik az a fliggvény, amelynek a derivaltja:
f(x)=2 bfx=2x-3 ofx=x*-1 df(x) =x*>-3x+1



51. Derivaljuk a kovetkezo fliggvényeket!

e) f(x) = — i) f(x) = sin®3x
a) f(x) = sinx (1 + cosx) X N fx) = (Inx)3
b) f(x) = cos2x b G = x2+1 k) f(x) = log, x
¢) f(x) = —— g) f(x) = VxZ — 3x
2x1+2x+5 h) f(X) — sin4 X

d) f(x) =

COosX
52. Derivaljuk az f + g, f — g és a g — f fiiggvényeket.

a)f(x) =2x2—x, g(x)=x3-2x2—-x+1
fx)=x3+x2+x+1, gx)=x3—-x>+x-1
o) f(x) =4x° —3x*+x? —x+6, gx) =2x*+5x3—x?>+5x+1

5x+1

2x—x2

h(x) = ——  i(x) = XX

x3+4x+1 2x2-8

2
53. Derivaljuk: f(x) = 2:—_8, g(x) =

54. Hatarozzuk meg a fliggvények elsd, méasodik és harmadik derivaltjat.
a(x) = cosx b(x) = 4x° + 5x* ¢(x) = ¥ d(x) = cos?x
e(x) =x>+x*+x3+x% +x
f(x) = x* — §X3 - %XZ +7x+3 g(x)=(x+5(@x*—-5x+2)

55. Hatarozzuk meg a fliiggvények negyedik derivaltjat.
f(x) = sinx g(x) =x>+x*+x3+x% +x

2x6—-6x3+2x2

X

h(x) = 3x®> = 5x + 2 i(x) = j(x) = 3sinx — 5cosx

56. A derivalasi szabalyokat alkalmazva hatdrozzuk meg a kovetkezo fliggvények derivaltjait:

a) a(x) =2x-1; b) b(x) = -3x+2;

¢) c(x) =-/3x; d) d(x) = %x -V2;

e) e(x)=2x%+1; £} f(x) =x%-6x;

g) g(x)==-3x2+7x+9; h) h(x) = J7x2 - %x + T

i) i(x)=2x7 - 3x% J) j)=-x3+3x-2;
V3 3, ¥2 .,

k) k(x)=x3+2x2-5x—-6; 1) !(x)=—3—x X +x+1



57. irjuk at a fiiggvényeket hatvany alakba, majd derivaljuk 6ket, és a derivaltakat irjuk fel Gjra

gyokos, illetve tort formaban:

a) a(x)=\/.——3;
d) dix)=10-Yx,

g) g(_r):é/;;-'i'z/x_g—\/ﬁ;

. 5.
J) Kx)= <
7 I 3)
m) m(x) = < + S(: = ’2:)
x+1

b) b(x) = 5Vx;
e) e(x)=2-¥5x; f) fix)= %\\/ﬁ

h) hix)= \17 é/-\’—(’§

-""to

c) c(x) = 3J7x;

i) i(x)= L +5
X

1
TR .
X

0) o(x) = -

58. Derivaljuk a kovetkez6 trigonometrikus fiiggvényeket.

a) a(x) =sinx + 2;

¢) c(x) =sinx + cos.x;

e) e(x) =-=sinx + 5cosx;
g) g(x) =sin%x + cos’x;

b) b(x)=3cosx;

d) d(x)=4sinx —cosx;

f) f(x) =—-cosx - zsinx;

h) h(x) =3sinx +4cosx — J2sinx

59. Derivaljuk a kdvetkez6 exponencidlis és logaritmusfiiggvényeket

a) a(x) =3%
c) c(x) =23,

e) e(x)=7"-(3x)* + 2% -

g) g(x) =log,yx;
i) i(\)-7loagx;

k) k(x) = —ln X.

60. A szorzésra és a hanyadosa vonatkozé differencialasi szabalyok szerint derivaljuk a kovetkezd

fliggvényeket:

a) a(x) = x* - Yx;

4xd + 5x3.6 _ 242 )

c) c(x) =

e) e(x) = x3-sin b o
g) g(x) =tgx;

i) i(x)=x-Inx;

5x10 —3x6 _9y2’

b) b(x)=4-5%

d) d(x) =3e",

f) f(x)=4lnx;

h) h(x)=5lgx;

j) j(x) = 6lnx - 3logsx

b) b(x) = (3 + 2x)(x7 - 3x° + 5x%%)

4x2 + x06
d) dx) = W;

f) f(x)=sinx-cosx;
) h(x) = ctgx;

P jey="2%



Fiiggvényvizsgalat és -abrazolas

61. Hatarozzuk meg, hogy a kovetkezd fliggvényeknek hol van minimuma, és az mennyi!
a(x) =2x?>—-10x+5 b(x) =x3+1,5x> —6x+1
c(x) =x7 —x° d(x) = sinx - cosx

62. Hol ¢és milyen szélsOértéke van a kovetkezo fiiggvényeknek?
a(x) =3x%2 —4x+ 2 b(x) = _%X3 2% —x4+1

c(x) =

- d®) =2sinx - cosx
63. Hatarozzuk meg derivaltak segitségével az adott fiiggvények monotonitasi viszonyait.
a(x) =8x+2 b(x) = x?> —2x + 8 c(x) =2x3+x%—4x—5

65. Dontsiik el, hogy van-e inflexios pontjuk a fiiggvényeknek a megadott helyeken.
a(X):12X2_5X+3 X0:4,b(X)=X3+3X2—4x+1 X0:—1,

8

c(x) =tgx x,=0,dx) =x"-x8 x,=0

66. Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvények inflexios pontjait. Adjuk meg, mely intervallumokon
konvexek, melyeken konkdvak a fiiggvények.

a(x) =4x3 —3x%2+5x—6 b(x) = x* —2x3 — 3x% —4x + 2
x6 x5 x4 .
c(x)—5+5—? d(x) = 2sinx + 3 cosx
67. Fiiggvényvizsgalat és -dbrazolas: a(x) = 5x3 — 4x* b(x) = x3 + 6x% — 15x
c(x) = 3x3 — 6x dx) =3x3+5x2+1
68. Fiiggvényvizsgalat és abrazolas: a(x) = x* —x + 2 b(x) = —x* + 2x+ 3
3 1 X
W=i-% 40 =7

69. Abrazoljuk: a) y = vVx — x b)y = x* + 4x3 + 4x2

70. Van-e inflexios pontja az f(x) = x* — 6x? fliggvénynek —2-ben, 0-ban és 1-ben?

71. Teljes fiiggvényvizsgalat: : R > R f(x) = 3x — x3 f(x) = 2x% — x*

72. frjuk le a kovetkezd fiiggvények menetét, és vazoljuk a fiiggvények grafikonjat!
a)f(x) =x3—12x+1, x€R b)f(x) = —x®+9x? —15x+ 7, x €R
¢) f(x) =iX4—8X2+16, x€R d)f(x) =x>-x3 x€R

f)f(x)=§—xl3, x € R

X



73. Hatarozzuk meg, mely intervallumokon konvex, melyeken konkév a kovetkezd egyenletii gérbe.
y =5x3+4 y=x3—6x%+2x+4 y=x>+5x+4 y=x>+5x*+4

74. Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot €s dbrazoljuk a fiiggvényt.
f(x) = 9x? — 5x — 3

f(x) = x3 —9x f(x) =x*—2x%2+1
f(x) = 2x? — x* f(x) =x*+3x3+x2+5 f(x) = %x?’ — 3x% + 5x

75. Hol és milyen szélséértéke van ezeknek a fliggvényeknek? f(x) = 3x% — 4x + 2

X
X2+1

g(x) = —§x3 +2x2—-x—-1 h(x) = i(x) = 2sinx — cosx
76. Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvények inflexios pontjait. Adjuk meg, mely intervallumokon
konvexek, mely intervallumokon konkévak fiiggvények.

f(x) = 4x3 —3x%2 +5x— 6 g(x) =x*—2x3 —3x% —4x + 2

x4

x6 x5
h(X) =5+5— p

i(x) = 2sinx — 3cosx

77. Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot a kovetkezd folytonos fiiggvényeknél! Allapitsuk meg az
értelmezési tartomanyt, a z€rushelyeket (ahol lehet), a paritast, a periodikussagot, a folytonossagot, a
szakadasi helyeket, a hatarértékeket, a szélsdértékek mindségét, helyét és értékét, a monotonitasi
viszonyokat, az inflexids pontok helyét és értékét, a konvexitdsi viszonyokat €s az értékkészletet.
Abréazoljuk a vizsgalat alapjan a fiiggvényeket.

f(x) = x* —x =2 g(x) = —x% + 2x + 3h(x) = x® — 4x
i(x) = —x3 + 4x? — 4x j(x) =x>—x3 k(x) = V4 —x2

78. Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot a kivetkezd fiiggvényeknél! Abrazoljuk a vizsgalat alapjan a
fliggvényeket.

f(x) = g - X% g(x) =tgx +ctgx  h(x) = cosx(2sinx — 1)
i(x) = xInx jx) = %

Szélséértékfeladatok
79. Két szam Osszege 20. Négyzeteik 6sszege mikor a legnagyobb?
80. Egy téglalap egyik oldaldhoz kifelé egy félkort irunk, majd a félkor és a téglalap kozos hatarold

szakaszat elhagyjuk. A téglalap és a félkor egyiittes teriilete 1 m2. Mekkorak legyenek a téglalap
oldalai, hogy az alakzat keriilete a lehetd legkisebb legyen?

81. Az 1 dm3 térfogatu forgashengerek koziil a legkisebb felsziniinek mekkora a sugara?



82. A 20 cm alkotoju forgaskuapok koziil a legnagyobb térfogatinak mekkora a sugara?

83. Egyenes korkupot készitiink, amelynek palastjat egy egységsugaru korbol vagtuk ki. Mekkora a
kap alapkorének sugara, ha a kup térfogata maximalis?

84. Osszuk fel a 4-et két pozitiv részre tigy, hogy az egyik rész négyzetének €s a masik rész kobének
az Osszege minimalis legyen!

85. Négyzet alakti badoglemez oldala 5 dm. A sarkaibol egybevagd négyzeteket vagunk le. A
megmarado részbdl dobozt készitlink. Mekkoranak valasszuk a levagott négyzetek oldalat, hogy a
doboz térfogata maximalis legyen?

86. Egy négyzet alapu, 300 dm? térfogatu, feliil nyitott tartalyt akarunk épiteni. Az alaplap dm?-enként
800 forintba, az oldallapok dm>-enként 600 forintba keriilnek. Hogyan kell a négyzetes hasab méreteit
megvalasztani, hogy az eldallitasi koltség minimalis legyen?

87. Konyvet készitenek. Egy-egy oldalon 60 F n
cm? nyomtatott szdvegnek kell lennie. r

Mindkét oldalon 5 cm-es, alul és feliil 3 cm-es
marg6t hagynak. Milyen hosszl legyen egy o o
nyomtatott sor, ha minél kevesebb papirt akar- W [

nak felhasznalni?

I3cm

88. Egy gazda 1 ha teriiletli, téglalap alaku telket akar bekeriteni. A kerités AB és CD oldala
méterenként 600 forintba, a BC és AD oldala méterenként 1000 forintba keriil. Milyen hosszuak
legyenek a téglalap oldalai, hogy a kerités koltsége minimalis legyen?

89. Egy deré¢kszogili haromszog atfogodja 50 cm hossziisagu. Hatdrozzuk meg a két befogot ugy, hogy
a haromszog kertilete maximalis legyen.

90. Liver Pal gyerekkora 6ta nagyon szeret focizni. Kisiskolas Utcafronti kerités
volt, amikor édesapja vasarolt 150 m drothalot. A haloval egy
focipalyat kerithettek le az udvarbol tigy, hogy felhasznaljak a Haz
telek keritését és a 25 m hosszu hazfalat. Mekkorak legyenek a 'Legnclid
palya méretei, ha a lehetd legnagyobb teriiletli palyat akarjak ocipalya
kialakitani? (A héaz faldra és az utcafronti keritésre — ami
gyakorlatilag tetszélegesen hosszunak tekinthetdé — nem Telek
haznak ki halot.)

91. Gaz Géza hivatasos partibiciklista, a cégének tobb
kiilonbdzd hosszusagu tandem kerékparja van. Legtjabb
megbizasa egy viszonylag sziik, 2,5 m széles utcaba szdl,
ahova csak egy arra merdleges, 4 m széles utcabdl lehet
behajtani. Legfeljebb hany iiléses kerékparral induljon,
hogy be tudjon kanyarodni az utcaban. A kihajtds mar
nem okoz gondot, mert egy hatsdvos sugarutra kell
kifordulni. Egy fére atlagosan masfél méter kerékpart
lehet szamitani,




92. A 30 cm atmérdji pizza alapjat készitéskor négy egyforma részre vagjak. Feltétnek minden
szeletre egy téglalap alaku felvagottat tesznek tigy, hogy a felvagott két sarka a koriven legyen, két
sarka pedig a két hataroldo sugarara essen. A felvagott egyik éle parhuzamos a pizzaszelet
szimmetriatengelyével.

a) Mekkora lehet a legnagyobb teriiletli felvagott, amelyet ebben a formaban erre a pizzara siitnek?
b) Hatarozzuk meg a felvagott méreteit, ha pizzat nem négy hanem n egybevagd részre osztjak, és
ugy tesznek minden szeletre egy téglalap alaku felvagottat.

Vegyes feladatok

93. A [—3, 3] intervallumon értelmezett y = 9 — x? parabolat megforgatjuk az y tengely koriil, igy
egy forgasparaboloidot kapunk. Ebbe egy maximalis térfogat hengert irunk. Mekkora e henger
sugara?

94. Az y = x? gorbe mely pontjara igaz, hogy a P-beli érint8, a P-bSl az x tengelyre bocsatott
merdleges és az x tengely hatarolta haromszog teriilete 16?

95. Szamitsuk ki az s(t) = itz, t > 0 atfliggvény szerint mozgo test pillanatnyi sebességét a to = 5
iddpillanatban!

96. Igazoljuk, hogy a normalparabola x; €s x,abszcisszaju pontjaiban a parabolahoz huzhaté érinték

aP (Xl;rxz ) xlxz) pontban metszik egymast!

97. Az y = x* + bx + ¢ egyenletli parabola a P(4; -2) pontban érinti az x — 2y = 8 egyenletli
egyenest. Hatarozzuk meg a b €s a c értékeét!

3
98. A 4x — 9y = 0 egyenletli egyenes az elsd siknegyedben érinti az y = X? + ¢ egyenletli gorbét.
Hatarozzuk meg a c értékét!

99. Igazoljuk, hogy az f(x) = §X3 +x2 + 3x + 1, x € R fiiggvény derivéltja mindeniitt pozitiv! Mit
mondhatunk a fliggvény menetérdl?

100. Hatarozzuk meg az Gsszetett fliggvény derivaltfiiggvényét: f(x) = In(3x — 1)

101. Hatarozzuk meg a fliggvények els6, masodik €s harmadik derivaltjat:
f(x) =xlnx+2x f(x) = x?*Inx f(x) = ﬁ

102. Derivaljuk: f(x) = 2X°3 f(x) = x - 2¥° 3
103. Derivaljuk a kovetkezd Osszetett fliggvényeket:

f(x) = sin2x f(x) = e f(x) = 2¢0sx f(x) = (x? +x)3
f(x) = (x? — 1)? f(x) = log,6x f(x) = log3x f(x) = cos3x
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104. Adott a valos szamok halmazan értelmezett f(x) = M fiiggvény.

a) Abrazoljuk a fiiggvény grafikonjat a derivaltfiiggvény segitségével!
b) Irjuk fel a derivaltfiiggvény érintéjének egyenletét a derivaltfiiggvény legnagyobb zérushelyében!
c) Szamitsa ki a derivaltfliggvény, az elobbi érintd €s az y tengely altal kdzbezart alakzat teriiletét!

105. a) A valds szamok halmazan értelmezett f(x) = x3 + px? + qx (p # —2) fliggvényrdl tudjuk,
hogy pontosan két zérushelye van, tovabba, hogy f(2) = —p. a) Hatarozza meg a fiiggvény
zérushelyeit. b) Szemléltesse az f(x) fiiggvény grafikonjat! c¢) Az f(x) fliggvény origdn atmend
érintdje hol metszi a fiiggvény gorbéjét?

108. Adottak az x > 0 valds szamok halmazan értelmezett f(x) = x? — 2x + 2, valamint ugyancsak
az x = 0 valos szamok halmazan értelmezett g(x) = %X + 8 fliggvények. b) Mely 0 < x, < 4 esetén
lesz a h(x) = |f(xq) — g(x¢)| fiiggvény értéke a legnagyobb?

109. Adottak a valos szamok halmazan értelmezett f(x) = 2x% — 6x + 7 és
g(x) = x? — ax + 6fiiggvények. Hatirozza meg az a paraméter értékét tigy, hogy csak egyetlen olyan
hely legyen, melyben a fliggvényekhez hiizott érinték merdlegesek egymasral!

110. Legyen adva a valds szamokon értelmezettf(x) = x — §x3 fiiggvény. a) A [—2, 1] intervallum

mely x értékei esetén veszi fel ez a fliggvény a maximalis, illetve a minimalis értékét? Mekkordk ezek
az értékek? b) Ezen az intervallumon hol lesz a grafikonhoz huzott érinté parhuzamos a
g(x) = —3x + 207 fiiggvény grafikonjaval?

111. Teljes fiiggvényvizsgalat: R > R f(x) = x3 — 3x% — 1

112. Legyenek f(x) és g(x) a valés szamokon értelmezett alabbi fiiggvények: f(x) = x3 + bx? + cx,
g(x) = x3 + cx? + bx(b # c). a) Szamitsa ki a két fiiggvény grafikonjanak a kdzds pontjait! b)
Hatarozza meg azonxghelyeket, amelyeknél a fliggvénygorbékhez huzott érinték parhuzamosak

egymassal!

113.
Az egy koordinatarendszerben dbrazoltak koziil lehet-e az egyik fiiggvény a masik derivaltja

N
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114. Allapitsuk meg a fiiggvények derivaltjainak zérushelyét, ha az 1étezik.

a) a-(.\') = 8; b) b(x)=3x-2 c) cx)=x2-17,

d) d(x)=-x*+5x; e) e(x)=4x* + 3.\ -9; f) f(x)=-=3x2+8x-2;

g) gx)=2(x=3%+1; h) h(x)=—-(5x+7)*-3; i) i(x)=x3 —4x2;

j) jx)=2x3 - 3x2 - 36x; k) k(x)=(x+2)-6; D Ix)=5(x2-1)+8;

m) m(x) =~2x+6; n) n(x) =vax? - 3x; 0) o(x) = Y—x2+3x;
. ()t(\)-—l——— r) r(x)= L

P) [)(.\)——2—;—1. 4 =4 3 +dxi - x+2

s) s(x) = sin (3x%); 1) 1(x)=ctgnx.

I1. Térgeometriai szamitasok
Hasab
1. Egy kocka testatloja 1 dm. Mekkora a térfogata?
2. Egy 8 cm ¢li kockat a lapjaival parhuzamos sikokkal
1 cm ¢éli kockékra darabolunk szét. Az eredeti kocka

felszine a keletkezett 1 cm éli kockék felszinének hany
szazaléka?

3. Egy kockat a 14. dbran lathaté médon atfartunk. Mek-
kora a kocka éle, ha a maradéktest térfogata 5120 cm??

4. A kocka feliiletén melyik az a pont, amelybdl az egyik
testatlo a lehetd legkisebb szogben latszik?

5. Egy 12 cm ¢l kocka egyik alapélén at olyan sikot fektetiink, amely az alaplappal 30°-os szoget
zar be. Mekkora térfogatt részekre vagja szét a kockat ez a sik? Szamitsuk ki a keletkezett testek
felszinét!

6. Egy vasbol késziilt haromoldalil hasab alaplapja egyenld szart haromszog, amelynek szarszoge
20° és a szoggel szemkozti oldala 10 cm. A hasab magassaga 20 cm. Mekkora a tomege, ha a vas
stirtisége 7,9 kg/ dm>?

7. Egy téglatest egyik csucsabol kiinduld harom oldallap lapatléi 18 dm, 28 dm és 38 dm hosszuak.
Mekkora a testatlo?

8. Egy viztartaly egyenes hasab, amelynek alaplapja szabdlyos hatszdg. A hatszog oldala 5 dm, a
hasab magassaga 2 m. Mennyi i1d0 alatt tolthetd meg a tartaly vizzel, ha masodpercenként 4 liter viz
folyik bele?

9. Egy téglatest éleinek ardnya 2:3:4. A felszinének ¢és a térfogatanak mérdészama egyenld. Mekkorak
az élek?



10. Mekkora a téglatest térfogata, ha a harom atlos sikmetszetének a teriilete 4 dm?, 5 dm? és 6 dm??
(Atlos sikmetszetnek neveziink olyan téglalapot, amelynek cstcsai a téglatest cstcsai, de nem
oldallapja a téglatestnek.)

11. Egy négyzetes oszlop oldalélének és alapélének az ardnya egész szam. Az alaplapjanak és a
fed6lapjanak élfelezd pontjai egy masik négyzetes oszlop csucsai. A beirt négyzetes oszlop
oldallapjai teriiletének és az eredeti oszlop alap- és feddlapjai egyiittes teriiletének az aranya Y4 és 1
kozott van. Létezik-e ilyen négyzetes oszlop?

12. Hany oldalu szabalyos sokszogben lehet metszeni egy kockat?

13. Az 1200 cm? feliileti nyitott négyzetes oszlopok koziil melyiknek a térfogata a legnagyobb?
Szamitsuk ki a térfogatat!

Henger

14. Héany hl viz van abban a henger alakt ktitban, amelynek dtmérdje 1,2 m, a viz mélysége 3 m?

15. a) Mekkora a felszine az egyenld oldalu hengernek, ha a sugara 8§ cm?
b) Mekkora a térfogata az egyenld oldalti hengernek, ha a felszine 300 cm??

16. Egyenl6 oldalu henger térfogata 1 liter. Szamitsuk ki a henger méreteit!

17. Egy henger alaku, vizzel feltoltott tartaly belsé atmérdje 2 m, a magassaga 4,5 m. Mennyi a
térfogata? Mennyit siillyed a viz szintje a tartdlyban, ha 25 hl vizet kiengediink? (A henger tengelye
fliggbleges.)

18. Egy kapillaris csé atmérdjét akarjuk kiszdmitani. 150 mg higany a csdvet 9 mm magassagig
tltotte meg. A higany siirtisége 13,6 g/cm’. Mekkora a cs6 belsd atmérdje?

19. Mekkora a tdmege annak a hengeres vascsonek, amelynek a bels6 atmérdje 8 cm, a falvastagsaga
0,5 cm, a hossza 10 m? (A vas siirisége 7,8 g/cm?)

20. Egy henger sugara 6 cm, a magassaga 10 cm. Mennyivel kell a henger sugarat meghosszabbitani,
hogy a felszine az eredeti henger felszinének nyolcszorosa legyen?

21. Egy ferde hengerben az alapkor és a fed6kor kozéppontjat 6sszekdtd 54 cm hossza szakasz az
alaplappal 60°-os szoget alkot. A két kor kozéppontjan atmend €s a korok sikjara merdleges metszet

teriilete 1160 cm?. Szamitsuk ki a henger térfogatat!

22. Egy henger magassaga 7 cm-rel hosszabb az alapkor sugaranal. A palést és felszin teriileteinek
aranya 16:25. Szamitsuk ki a henger térfogatat!

23. Egy henger felszine 150m cm?, a palstja 94n cm?. Szamitsuk ki a henger térfogatat!

24. Mekkora a tomege annak a hengeres vascsOnek, amelynek a bels atmérdje 8 cm, a falvastagsaga
0,5 cm, a hossza 10 m? (A vas sfirfisége 7,8 g/cm®)

25. Egy 10 000 literes tartdly mennyi id6 alatt tolthetd tele benzinnel, ha a t6ltés 40 mm atmérdji
csOvon torténik, és a folyadék a csdben 1 m/s sebességgel dramlik?



26. 100 literes feliil nyitott tartalyt akarunk késziteni. Az egyik tartalyt négyzetes oszlopnak, a masikat
forgashengernek tervezik. A magassaguk 4 dm. Melyik tartaly elkészitéséhez kellene kevesebb
lemezt felhaszndlni, ha hulladékra mindkét esetben még 20-20%-ot szamitunk?

27. Egy forgashenger alaku esémérd felsd nyilasanak (a fedokornek) az atméréje 200 mm. Egy esd
utan felfogott vizet 45 mm atmérdjii mérdhengerbe Ontottiink, s ebben a vizoszlop magassaga 200
mm volt. Hiny mm es0 esett? (Azaz milyen magasan allt volna a talajon a viz az esé utan, ha semmi
sem folyt volna el, és a talajba sem szivargott volna be a csapadékbol?)

28. Egy téglalap oldalai 12 cm és 8 cm hosszuak. A téglalapot forgassuk az egyik, majd a masik
oldala koriil. Szamitsuk ki a keletkezett forgashengerek térfogatainak, illetve a felszineinek az
aranyat!

29. Két henger sugarainak aranya 1:2, a térfogatainak aranya 1:3. Szdmitsuk ki a palastok felszineinek
aranyat!

30. Egy forgéashenger sugara 8 cm, a magassaga 48 cm. Létezik-e egy ezzel nem egybevagd
forgashenger, amelynek mind a kobtartalma, mind a felszine az adottéval egyenld? b) Oldjuk meg a
feladatot altalanosan! Az adott forgdshenger sugara legyen r, a magassaga m.

31. Egy 10 cm sugarti gdbmbbe hengert irunk. A palést teriilete az alaplap teriiletének 3-szorosa.
Szamitsuk ki a henger térfogatat!

32. Az R sugari gombbe irhatd hengerek koziil melyik térfogata, illetve melyik palédstja a legna-
gyobb?

33. Egy forgashenger alaku feliil nyitott edényt vizzel megtoltiink. A henger sugara 10 cm, a
magassaga 30 cm. Mennyi viz 6mlik ki az edénybdl, ha a tengelyét a fliggdleges helyzetébdl 30°-os
sz0ggel elmozditjuk?

34. Egy egyenes forgashenger magassaga az alapkor sugardnak kétszerese, a henger paldstjanak
felszine 100 = cm?. A hengert egy, az alkotoval parhuzamos sikkal kettévagjuk. A metszettéglalap

teriilete 50v/2 cm?. Szamitsuk ki a hengerbél kimetszett kisebbik darab térfogatat!

35 Egy egyenes korhenger palastjanak felszine Ugy ardnylik az alaplap teriiletéhez, mint 5:3. A
hengerbdl a tengelyen atmend sik altal kimetszett téglalap atloja 39 cm hosszi. Szamitsuk ki a henger
felszinét €s a térfogatat!

36. Két egyenes henger térfogatanak kiilonbsége 48 m cm?®. A nagyobb térfogati henger alapkdrének
sugara 1 cm-rel nagyobb a masikéndl, a magassdga pedig a masik magassaganak 4/3-szorosa.
Mekkora a hengerek magassaga ¢€s alapkoreinek sugara?



Guila, csonkagula

37. Egy 10 cm €l kockat a 18. dbran lathaté médon harom guldra vagunk szét. (A keletkezett galak
alapjait bevonalkaztuk.) Szerkessziik meg a gilak halozatait! Igazoljuk, hogy a guldk egybevagok!
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38. Egy szabalyos négyoldalu gula alapéle 5 cm, oldaléle 8 cm. c¢) Szamitsuk ki a gula magassagat,
az oldalél és az alaplap hajlasszogét, az oldallap és az alaplap hajlasszogét, a két szemkdzti oldallap
¢s két szomszédos oldallap hajlasszogét! d) Szamitsuk ki a gula térfogatat s felszinét! e) Szamitsuk
ki a guldba és a koré irhatdé gombok sugarait! (A beirt gdmb érinti a gula lapjait, a koré irhaté gomb
atmegy a gula csucsain.)

39. Szamitsuk ki az 1 dm ¢l szabalyos tetraéder magassagat! b) Igazoljuk, hogy a szemkozti élek
felezOpontjait 6sszekotd szakasz mindkét élre merdleges! Milyen hosszl ez a szakasz? ¢) Szdmitsuk
ki a test felszinét és térfogatat! d) Igazoljuk, hogy az éleket érintd gdmb sugara a beirt és a koré irt
gombok sugarainak mértani kdzepe!

40. Az a ¢l szabélyos tetraéder egyik csicsabol a szemkdzti lapra merdlegest huzunk. A cstcstol
milyen tavolsagra van ezen a szakaszon az a pont, amelybdl az alap oldalai derékszogben latszanak?

41. Szamitsuk ki a szabdlyos 0tsz0g alapu gula felszinét és a térfogatat, ha az alapélek 10 cm, az
oldalélek 20 cm hosszuak!

41. Egy gula egyik csucsabol indulo élek 3 dm, 4 dm és 5 dm hosszliak, és paronként merdlegesek
egymasra. Mekkora a gula térfogata €s a felszine?

42. Egy szabalyos hatoldalu gtla alapéle 12 cm, az oldallapok 60°-o0s szdget zarnak be az alaplappal.
Szamitsuk ki a glla térfogatat és a felszinét!

43. Az ABCD héromoldalu gula 4 csticsan €s a BD és a CD élek felez6pontjain 4t sikot fektetiink. Ez
a sik a gulat két részre osztja. Szamitsuk ki a két rész térfogatainak aranyat!

44. Mekkora a gtla térfogata, ha a magassaga 20 dm ¢és az alaptol 4 dm tavolsagban levo €s az alappal
parhuzamos sikmetszet teriilete 60 dm??

45. Egy gila alapja 400 cm?. Az alappal parhuzamos metszetidom teriilete 100 cm?. Szamitsuk ki az
eredeti gula és a sikmetszet altal levagott gula térfogatainak az aranyat!

46. Egy szabalyos négyoldalu csonkagula alapéle 10 cm, fedééle 6 cm, az oldaléle 5 cm hosszu.
Szamitsuk ki az oldalélnek az alaplappal, az oldallapnak az alaplappal bezart sz6gét, a csonkagula
felszinét €s a térfogatat!



47. Egy szabalyos négyoldalu csonkagula alapéle 10 cm, a fedééle 4 cm, a magassaga 6 cm hosszu.
Hol kell a csonkagulat az alaplappal parhuzamos sikkal elmetszeni Ugy, hogy a keletkezett két test
térfogata egyenlo legyen?

48. Két szabalyos a €l tetraéder egyik csucsa €s a csucsbol az alaplapra huzott magassaga k6zos. Az
egyik alaplapjat a mésikéhoz viszonyitva a kdz0s magassdg mint tengely koriil 60°-kal elforgattuk.
Szamitsuk ki a kozds rész térfogatat!

49. Egy gula alapja korbe irhato hatszog. Az egymas utan kovetkezo oldalak rendre 2 cm, 4 cm, 2
cm, 4 cm, 2 cm, 4 cm hosszuak. A gula magassaga 30 cm. Mekkora a térfogata? Az alaplap oldalainak
a sorrendje befolyasolja-e a gula térfogatat?

50. Egy gtila alapja 400 cm?. Az alappal parhuzamos metszetidom teriilete 100 cm?. Szamitsuk ki, az
eredeti gula és a sikmetszet altal levagott gula térfogatainak az aranyat!

51. Szabalyos négyoldalt gila alapéle 1 dm, a térfogata 0,8 dm>. Szamitsuk ki a gtila felszinét!

52. Egy kocka ¢éle 12 cm. Az éleken jeloljiik ki a felezOpontokat. Ezutan vagjunk le mindegyik
csticsnal a csucshoz legkdzelebb fekvd felezOpontokon atmend sikokkal haromoldalu galakat. Sza-
mitsuk ki a maradéktest térfogatat!

53. Szabalyos négyoldalu gula mindegyik éle a hosszisagu. Szamitsuk ki a gula felszinét, és a térfo-
gatit! b) Mekkora a szabalyos négyoldalt gula felszine, ha a térfogata 1000 cm?® és az élei egyenld
hosszuak?

54. Szabalyos négyoldalu gula alapéle 20 cm, a magassaga 8 cm. A guldba kockat helyeziink el. A
kocka alaplapja a gula alaplapjara, a feddlap csticsai a gula oldaléleire illeszkednek. Szamitsuk ki a
kocka térfogatat!

55. Egy négyoldalu gula alaplapja rombusz. A rombusz oldala 5 dm, egyik szoge 45°-0s. A gula
magassaga 8 dm, és a csucsnak az-alaplapra es6 merdleges vetiilete a rombusz 4tldinak kozds pont-
jaba esik. Szamitsuk ki a gila térfogatat €s a felszinét!

Kup, csonkakup

56. Egy kap magassaga 10 cm, a kipba irt gdomb sugara 3 cm. irjunk a goémb koré hengert ugy, hogy
a henger alapja a kup alapjara illeszkedjen! Szamitsuk ki a kiip és a henger térfogatanak aranyat!
Igazoljuk, hogy ha ez az arany 4/3, akkor a gomb sugara 2,5 cm!

57. Szamitsuk ki a kap nyilasszogét, ha az alkotdja 20 cm ¢és a kiteritett palasthoz tartozé kdzépponti
szog 180°!

58. Egy kup térfogata 350m cm®. A sugér az alkotdval 45°-0s szoget alkot. Szamitsuk ki a palast
felszinét €s a kiteritett palasthoz tartozé kozépponti szoget!

59. Egy kup alkotdja 40 cm, a tengelymetszetének teriilete 700 cm?. Szamitsuk ki a kiip térfogatat és
a felszinét!

60. Egy 10 cm (a) oldalu szabalyos haromszoglemezt megforgatunk az egyik oldalegyenese koriil.
Szamitsuk ki a keletkezett forgastest felszinét és térfogatat!



61. Egyenld szara haromszog alapja 10 cm, a széra 13 cm hosszu. Forgassuk meg a haromszoget a
szarhoz tartoz6 magassag egyenese koriil! Szamitsuk ki a keletkezett forgastest térfogatat!

62. Egy csonkakup alkotdja 5 cm, az alapkor és a fedokor sugarainak kiilonbsége 1 cm, a palast
teriilete 188 cm?. Szamitsuk ki a csonkakup térfogatat!

63. Egy homokbanyabdl kotrogéppel emelik ki a homokot. A kitermelt homok 6 m magas kupot
képez, amely alul 15 m széles. Egy 5 tonnas teheraut hany forduloval széllithatja el, ha 1 m* homok
tomege 2000 kg?

64. Egy kap alkotdja 24 cm ¢€s a nyilasszoge 40°. Szamitsuk ki a felszinét €s a térfogatat!

65. A kiontott homok 30°-os természetes lejtéssel allapodik meg. (Ekkora szoget képez az alkoto a
vizszintessel.) Milyen magas és milyen széles az a homokkiip, amelyben 20 m* homok van?

66. Szamitsuk ki a kap térfogatat, ha a palastja 480 dm? és a sugara 10 dm! Mekkora a Kkiteritett
palasthoz tartozo kézépponti szog?

67. Egy kup alkotdja 12 cm, és a kiteritett palasthoz tartoz6 kozépponti szog 240°. Szamitsuk ki a
kuap térfogatat és nyilasszogét!

68. Szamitsuk ki a kiip felszinét, ha a térfogata 50 dm? és a tengelymetszetének a teriilete 12 dm?!
69. Egy kup alaku tolcsér sugara 4,5 cm, a magassaga 20 cm. (A tolcsér tengelye fiiggdleges, a csucsa
alul van.) Milyen magassagig kell folyadékkal megtolteni, hogy a bedntott folyadék térfogata a kiip
térfogatanak a fele legyen?

70. Hatoldalu szabalyos gilabol maximalis térfogata kapot csiszolunk. Hany szazalék a hulladek?
71. Adott R sugart gdmb koré irjunk legkisebb térfogati kipot! Mekkora a kup térfogata?

72. Egy csonkakup alakt papirbdl késziilt lampaernyd alkotoja 40 cm. A csonkakup alapkoreinek

sugara 20 cm és 30 cm. Szamitsuk ki a kiegészitd kup alkotojat! Szerkessziik meg a kiteritett palastot
kicsinyitett méretben (1: 5 aranyban)! Szdmitsuk ki a csonkakup felszinét és a térfogatat!

73. Szamitsuk ki a csonkaktp felszinét €s a térfogatat, ha az alaplap .
sugara 16 cm, és a 8 cm hosszu alkotd az alaplap sikjaval 60°-os Y60cm
szoget zar be! / kﬁ;'s,o cm
pO8 Mehom

74. Hany liter tej fér a 19. abran lathatd, keresztmetszetével :
megadott tejeskannaba? Mennyi badog sziikséges a kanna elkészi-
téséhez, ha Osszeillesztésre, hulladékra még 8%-ot hozzdszami- 430cm
tunk?

o 350ecm | |
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75. Egy kup alapkorének a sugara 24 cm, alkotoja 50 cm. A magassaganak az alaptol szamitott 2/3
részében messiik el a kiipot az alappal parhuzamos sikkal. Mekkora a csonkaktp felszine és a tér-
fogata?

76. Egy 10 cm oldalu szabalyos hatszoget megforgatunk a két szemkozti csicsan atmend, majd a két
szemkdzti oldal felezOpontjan atmend szimmetriatengelyei kortil. Hatdrozzuk meg az igy keletkezd
testek felszineinek, majd térfogatainak aranyat!



77. Egy haromszoglemez csucsainak koordinatai: A(6; 2), B(6; 8), C(2; 8). Forgassuk a haromszoget
az y tengely, majd az x tengely koriil. Szamitsuk ki a keletkezett forgéastestek térfogatait!

78. Egy csonkakup alapkorének sugara 10 dm, a fedokorének sugara 4 dm hosszu. A kiegészitd kiip
magassaga 6 dm. Szamitsuk ki a csonkakup felszinét és a térfogatat!

79. Egy csonkakup alaplapjanak teriilete 100 cm?, a feddlapé 64 cm?. Szamitsuk ki az alaplappal
parhuzamos sikmetszet teriiletét, ha a sik a csonkakup magassagat felezi!

80. Egy forgaskup alapkorének sugara R, magassdga m; egy forgashenger sugara r, a magassaga
szintén m. a) Mekkora a R/r arany, ha a két test térfogata egyenlé? b) Mekkora az m/r arany, ha a két
test térfogata is, palastjuk tertilete is egyenld?

81. Egyenes csonkakup alapkorének sugara 20 cm, a fedélap sugara 15 cm, az alkotdk az alaplappal
60°-0s szoget zadrnak be. Mekkora a csonkakup felszine és térfogata?

82. Egy egyenes henger alapkdre és egy forgaskup alapkore egybevagok. A két test egyenld magas-
sagu, a felszinilik aranya 5:3. Szamitsuk ki a kip nyilasszogét!

83. Egy csonkakup alaku kad alapkorének sugara 4 dm, a fedokorének sugara 12 dm, a magassaga 9
dm. A magassaganak harmadaig megtoltjiik vizzel. A vizzel t6ltott rész térfogata a csonkakip
térfogatanak hany szazaléka?

84. Egy egyenes korkup kiteritett palastja egy kor harmadrésze. Szamitsuk ki a kup magassaganak és
az alapkdr sugaranak az aranyat!

Gomb

85. Egy gomb felszine 50 cm?. Mekkora a térfogata?

86. Az 1000 cm’® térfogati gdmbot a kézéppontjatdl 2 cm tdvolsagban haladd sikkal elmetszik.
Mekkora a metszet teriilete?

87. Hany darab 0,2 cm atmérdjii sorétet lehet dnteni 40 kg 6lombol? (Az 6lom siirlisége 11,6 g/cm?)

88. Egy téglatest alaplapjanak oldalai 20 cm €s 30 cm hossztiak. Az edényben 10 cm magas vizoszlop
van. Hany cm-t emelkedik a viz szintje, ha 4 darab 8 cm atmérdjli vasgoly6t dobunk a vizbe?

89. Egy 2 kg tomegt, 0,5 kg/dm? stiriiségii fagoly6 hany fordulatot tesz, ha egy 35 m hosszi1 teke-
palyan végig gurul? (Feltételezziik, hogy mozgas kézben a gdmb ugyanazon fokore érintkezik a
palyaval!)

90. Egy beliil iires rézgoly6 atmérdje 12,0 cm, a tomege 2000 g. Mekkora a falvastagsaga, ha a réz
stirlisége 8,4 g/cm>?

91. Egy feliil nyitott forgaskup tengelye fiiggdleges. A kip sugara 14 cm, a magassaga 35 cm. A
ktapban 25 cm magassagig viz van. A kapba egy 8 cm atmérdjii vasgolyot helyeziink. Elfedi-e a viz
a golyot? Mennyivel emelkedik a viz felszine, ha a golyot a vizbe helyezziik?



92. Szabalyos haromoldalu hasdbba 20 cm sugarti gomb irhat6. Mekkora a hasab felszine €s a térfo-
gata?

93. Egy 30 cm sugaru gombbe irt haromoldali hasab alapja szabalyos haromszog, az oldallapjai
négyzetek. Mekkora a hasab felszine €s térfogata?

94. Egy szabalyos négyoldalu gula alapéle 24 cm. A guldba 4 cm sugarti gomb irhatd. Mekkora a
gula térfogata?

95. Egy 30 cm sugarti gdmbbe irt henger paléastjanak felszine a gdmb felszinének a fele. Hatarozzuk
meg a gdmb ¢€s a henger térfogatanak aranyat!

96. Egy félgdmb koré hengert, a félgombbe kupot irunk. A henger és a kup alapkore a gomb alapko-
rével, a magassaguk a félgomb sugaraval egyenld. Szamitsuk ki a harom test térfogatainak aranyat!

97. Hatarozzuk meg az egyenld oldalu henger, a beirhaté gomb ¢€s a hengerbe irhat6 kup térfogatainak
aranyat! (Egyenl6 oldali hengeren olyan forgashengert értiink, amelynek a tengelymetszete négyzet.)

98. Egy gomb koré és a gdmbbe egyenld oldalti forgasktipot irunk. Szamitsuk ki a harom test
térfogatainak és a felszineinek aranyat! (Egyenld oldalu kupon olyan forgaskupot értiink, amelynek
a tengelymetszete szabalyos haromszdg.)

99. Egy r sugart gdmbbe irt téglatest oldallapjai teriiletének aranya 1:2:3. Szamitsuk ki az éleket!
100. Egy r sugart gomb belsejében a kozéppontdl d (d<r) tavolsagra fekvd ponton at harom,
paronként egymasra merdleges sikot fektetiink. Bizonyitsuk be, hogy a sikok altal kimetszett korok
terilileteinek 0sszege csak az r-tdl és a d-tdl fligg!

101. Igazoljuk, hogy négy, nem egy sikban fekvd pont pontosan egy gdémbot hataroz meg!

102. Egység sugart gomb koré olyan kupot irunk, amelynek a felszine a gdmb felszinének kétszerese.
Mekkora a kup térfogata? A gomb térfogata a kip térfogatanak hany szazaléka? (A gémb érinti a kup
alapjat és a palastjat.)

103. 10 cm sugaru gdmb sugarat I mm-rel csokkentjiik. Hany szdzalékkal csokkent a gomb térfogata,
illetve felszine?

104. Egyenes csonkakupba gombot helyeziink. A gdmb érinti a csonkakup palastjat, alap €s fedokort.
A csonkakut térfogata a gomb térfogatanak kétszerese. Szamitsuk ki a csonkakup sugarainak aranyat!

105. Egy gémb felszine 250m cm?. Szdmitsuk ki annak a gombnek a sugarét, amelynek térfogata az
adott gdmb térfogatanak kétszerese!

106. Egy gémb felszine 100 cm?. Szamitsuk ki a gdmbbe irhat egyenld oldala henger felszinét és
a térfogatat!

107. Egy 9 cm sugari gdmbbe irt négyoldalu gula alaplapja négyzet, oldallapjai szabalyos haromszo-
gek. Szamitsuk ki a gula térfogatat! (A gula csucsai a gombfeliiletre illeszkednek.)

108. 10 cm sugara gomb koré irhatd csonkakup térfogata a gomb térfogatdnak harom-szorosa.
Szamitsuk ki a csonkakup sugarait!



109. Két egymast kiviilrdl érinté gdmb sugarai 2 cm és 4 cm. A gdmbok koré forgaskupot irunk. (A
kap alapkore érinti a nagyobb gdmbdét, a palast érinti mindkét gdmbat.) Szamitsuk ki a kippalast
azon darabjanak felszinét, amely a két gdbmb kozé esik!

Forgastest térfogata

110. Egy szabalyos haromszog oldala 16 cm hosszl. Forgassuk a haromszoget az egyik oldallal par-
huzamos ¢és a szemkozti csucson atmend tengely koriil. Szamitsuk ki a keletkezett test felszinét és a
térfogatat!

111. Egy haromszg csucsainak koordinatai A(2; 8), B(12; 2), C( 5; 14). A hdromszdget megforgatjuk
az y tengely koriil. Szamitsuk ki a keletkezett forgastest térfogatat! (Annak a testnek a térfogatat,
amelyet forgds kdzben a haromszdglemez strol.)

112. Egy R sugaru kor koré irt szimmetrikus trapéz parhuzamos oldalainak aranya 1: 3. (A trapéz
oldalai a kor érintdi.) Forgassuk meg a trapézt a szimmetriatengelye koriil 180°-kal. Fejezziik ki az
igy keletkezett forgastest felszinét és a térfogatat R-rel!

113. Forgassunk meg egy egyenld szart haromszoget egyik szara, majd az alapja koriil.
Jelolje Vi illetve V; az igy keletkezett forgastestek térfogatat. Szamitsuk ki a haromszog szogeit, ha
Vi: Vo =3:7!

114. Egy nem egyenld szart derékszogii haromszoget a rovidebb befogdja koriil megforgatva olyan
forgastest keletkezik, amelynek a felszine 300 © cm?, a térfogata 240 m cm?®. Mekkorak a haromszog
oldalai?

115. Szamitsuk ki azoknak a forgéstesteknek a térfogatat, amelyeket az alabbi fliggvények grafikon-
jainak az x tengely kortili forgatasaval kapunk!

a) f:[05] > R, f(x) =2Vx b)f:[03] >R f() =57
o f:[-22] >R, f(x)= §x3 d) f:[-55] >R, f(x)=+V25—x?

116. Szamitsuk ki annak a forgastestnek a térfogatat, amely az f (x) = g és g(x) = V2x figgvények
gorbéi altal hatarolt zart sikidomnak az x tengely kortili forgatasa kozben keletkezik!

117. Az £:[0,4] > R, f(x) =+xés g:[0,4] >R, f(x)=+2x fiiggvények gorbéi és az x = 4
egyenletii egyenes altal hatarolt zart sikidomot az x tengely koriil megforgatjuk. Szamitsuk ki a kapott
forgastest térfogatat

118. Szamitsuk ki annak a testnek a térfogatat, amelyet akkor kapunk, ha az y = v/x egyenletii
parabola, az y tengely és a parabola P(4; 2) ponthoz tartozo érintdje altal hatarolt zart sikidomot az x
tengely koriil forgatjuk!



Vegyes feladatok

119. Van-e maximalis és minimalis térfogati azok koziil a szabalyos négyoldalt gulék koziil, ame-
lyeknek minden éle 12 cm?

120. Egy forgéashenger sugaranak és alkotdjanak hosszusagainak 0sszege 24 cm. Mekkora a sugér,
ha a henger térfogata maximalis?

121. Egy szabalyos nyolcszog alapu egyenes hasab alapéle 3,4 cm, oldaléle 8,02 cm. Mekkora a
térfogata?

122. Mekkora a haromoldalt ferde hasab térfogata, ha alapélei 20 dm, 26 dm, 33 dm, az oldalélek
hosszusaga 52 dm, ezek az alaplappal 69,6°-0s széget zarnak be?

123. Egy guldnak az alaplapja szabalyos haromszog, oldallapjai egyenld szara egybevagd harom-
szOge, melyek teriilete az alaplap teriiletének kétharmadszorosa. Mekkora az oldallapnak az alaplap-
pal bezart szoge?

124. Egy négyzet alapu szabélyos csonkagula felszine 2873 cm2. Az alapél 32 c¢cm, a fed6él 9 cm.
Szamitsuk ki a térfogatat.

II1. Integralszamitas
A hatarozott integral definicioja
Legyen f(x) az [a, b] intervallumon korlatos fiiggvény.
Legyen [a, b] egy felosztasaa = Xy < x; < Xy ....< X, = b.

A felosztishoz tartozd alsd Osszeg s = my(x; —Xg) + My(Xy — X1) + -+ o + M (X, —Np_q) =
it mi(x; — Xi-1),
ahol m; a fiiggvényértékek also hatara az [x;_,, X;] intervallumban.

A felosztashoz tartozé felsé 0sszeg
S = M;(x1 — Xo) + Mp(xz — x1) + oo + M (X — np_q) = Xt Mi(x; — x4-4),
ahol M; a fiiggvényértékek fels6 hatara az [x;_;, x;] intervallumban.
(Megjegyzés: m; és M; biztos léteznek, mert f korlatos.)

Az f figgvény integralhat6 az [a, b] intervallumban, ha ott értelmezve van, és az Gsszes lehetséges
felosztashoz tartozo alsé sszegek felsd hatara megegyezik az 6sszes lehetséges felosztashoz tartozo
fels6 0sszegek also hataraval.

Ez a szam a fliggvény a-tol b-ig vett (hatarozott) integralja. Jelolés: f; f(x)dx
@12+22+32+42+---+(n—1)2+n2 =
n(n+1)(2n+1)

6

B4+22+33+43+ -+ (m-13+n®=1+2+3++n)’=

1+42+4+3+4+-+(Mm—-1)+n=

n?(n+1)2
4



1. Osszuk fel a [0, 1] intervallumot n egyenld részre és tekintsiik az f(x) = x? fiiggvény gorbéjét.
Hatarozzuk meg az als6 ¢és a fels6 kozelitd dsszeget.

2. Osszuk fel a [0, 1] intervallumot n egyenld részre és tekintsiik az f(x) = x> fiiggvény gorbéjét.
Hatarozzuk meg az als6 ¢és a felsd kozelitd dsszeget.

3. Hatarozzuk meg az alsé és a fels6 kozelitd dsszeget a [0, 2] intervallumban az f(x) = x? fiiggvény
gorbéje alatt.

4. Hatarozzuk meg az alsé és a felsé kozelité osszeget a [0, 3] intervallumban az f(x) = 2x? fiiggvény
gorbéje alatt.

5. Hatarozzuk meg az also és a felsd kozelité dsszeget a [0, 8] intervallumban az f(x) = 5x3 fiiggvény
gorbéje alatt.

6. Osszuk fel a megadott intervallumot négy egyenld részre, majd szamoljuk ki az alsé és felsd

kozelitd téglalapdsszegeket. f(x) = x2 + 3, [0, 2] g(x) = —2x2, [0,1]
7. Osszuk fel a megadott intervallumot négy egyenld részre, majd szdmoljuk ki az also és felsd
kozelit6 téglalaposszegeket. f(x) = 2%, [0,1] g(x) = sinx, E,g]
8. Szamitsuk ki a hatarozott integralokat a definici6 alapjan:
) 02 5dx foz xdx foz 5xdx fos %xdx
5, 2,, 5 3
J, x?dx J; (6x* + 4)dx J, xdx
3 1 2 ,
J; (4x — Ddx J_ xdx J x%dx

9. Szamitsuk ki a hatarozott integralokat a definici6 alapjan:
0 2. 5 8. 3 3
Jo,—2dx [ 5x*dx J, 5x°dx J, 4dx

3 3 3
J; 3xdx J, 2xdx J, 2xdx
2., 3 2 4
J, 2x*dx Jy (X =x)dx J; xdx J, 6xdx
10. Szamitsuk ki szamologéppel | On sin x dx kozelito értékét.

11. Legyenek 0 < a < b tetszélegesen rogzitett valds szamok.
a) Bizonyitsuk be, hogy az [a,b] intervallumon az f(x) =§ fliggvény felsd és also kozelitd

Osszegeinek kiilonbsége 0-hoz tart.

b) Adjuk meg az el6zd részfeladat alapjan, hogy legalabb hany osztaspont felvétele sziikséges az
[1, 2] intervallum felett az f(x) fliggvény gorbéje és az x tengely altal bezart teriilet 0,01 pontossaggal
torténd meghatarozasdhoz



Feladatok hatarozott integralra és a Newton-Leibniz tételre

12. f05(2x — 5)dx f_ll(x3 + 2x)dx f_ss sin x dx

1 2 1 2
Jo,x+3)(x—1)?dx J; (Vx + x?)dx Jo x=D(x+ 7)dx /| (Xiz— 1) dx
13. Végezziik el a kijeldlt integralasokat.
Jy sinxdx folx“dx J@cosdx
fllezdx fol Vxdx f_oz(—l)dx fol Vxdx fozn sinx dx
14. Végezziik el a kijeldlt integralast: ) 02 V4 — x2dx

15. A Newton-Leibniz tétel segitségével szamitsuk ki:

1, 0 2 3 83
J, x?dx J_, (% + 3)dx Jy (=3x* + 4x)dx [](0,5(x — 5)* + 2)dx /; Vx2dx

flzx‘zdx JZcosxdx 22 dx

2 x5

16. Szamitsuk ki a Newton—Leibniz-tétellel a kovetkezo integralokat!

f06 xdx _\/jg%x dx f_33ix2dx f_04 3x%dx f_65(3x — 7)dx
f24(x3 — 5)dx
[P0 —x+3)dx [ sinxd [Prxdx [Ksinx +cos)dx  [7(1+e)d
L (& —x % fg* sinxdx o 5 Vxdx ,(sinx +cosx)dx  [7 (1 +e¥)dx

17. Szamitsuk ki a kdvetkezd hatarozott integralokat.
f13(4x — 1)dx f05(5x — x%dx f18 (2 — i) dx f02(4x — x%dx

Hatarozatlan integral

18. Szamitsuk ki a kdvetkezd hatarozatlan integralokat:

[ 6dx [ 2xdx —2 [ xdx [ x%dx [ 4x3dx [nx"1dx  [x%dx [ 2x*dx
-3
fx?dx
[ Vxdx [(4x3 + 8x — 3)dx [(x—2)(2x — 7)dx fX:;ll dx
19. Végezziik el a kijelolt integralast. [5dx [(—2x* + 3x + 1)dx

20. Végezziik el a kijeldlt integraldsokat. [ cos2xdx [ cos(3x + 5)dx

21. Bizonyitsd be, hogy [(tg?x — ctg?x)dx = tg + ctgx + ¢



22. Szamitsuk ki a kovetkezd hatarozatlan integrélokat'
[ 5x2dx f%dx [x73dx f(l +—+ )dx [(x* —x+ 1)dx

. x%-1 x3-1
JGsinx + cosx)dx  [—dx  [—dx (1 + eX)dx

23. Végezziik el a kijelolt integralasokat:

[(2x + 5)dx [(x? = 3)dx [(x? = 3x)dx [(2x* + x — 1)dx
24, Végezzik el a kijelolt integralasokat:
a) j6d-"3 b) IZ\' dx; c) —2Ix‘3dx; d) f4x3dx;
ol
) | nx"=ldx; x3dx; 2x4dx; n) [2—dx;
_[ f)I\ X g)I\ X 1}15 X
i) I—d\ P [¥x7dx; k) [@x +8x-3)dx; 1) [(x-2)2x +Tdx:
X \/F \'+\/§ 9
dx; d c+2)=dx; =1)ydx:
m)_[ A n)_[ - o)J'(,\+ )-dx p)J'(x )y dx
x2 - l x3-8 ., x-1
q)I r)jx_zdx, s)j(x+ )dx, I)IJ;+ld

Teriiletszamitas integrallal
25. Mekkora teriiletet hatarolnak az y = 2x2 és az y = 2+/x egyenletii gorbék?

26. Mekkora az y = 4x? egyenletii parabola, az x tengely és a parabola (2, 16) pontjara illeszkedd
érintd altal hatarolt sikidom tertilete?

27. Mekkora annak a zart sikidomnak a teriilete, amelyet az y = x? egyenletii parabola, e parabolanak
az x=2 abszcissz4ju pontjaban hizott érintd és az x tengely hatarolnak?

o . . . L . .. (b
28. Szamitsuk ki és az eredménynek adjuk meg a geometriai jelentését. [ b ax?dx

29. Hatarozzuk meg c értékét gy, hogy az y = —x?2 + ¢ parabola az x tengellyel 10 egység teriiletet
zarjon kozre.

30. Mekkora teriiletet hatérol az y = x> — x3 egyenletii gorbe és az x tengely?

31. Mekkora teriiletet vag le a negyedik siknegyedbdl az y = (x — 2)? + 3parabola 5 abszcisszaju
pontjahoz tartozé érintd?

32.Szamitsuk kiazy = (x — 1)(x + 2)(x + 3) egyenletii gorbe és az x tengely kozott fekvo sikidom
teriiletét az x; = —3 és x, = 2 hatarok kozott.

33. Mekkora tertiletet hatarol a kdvetkez6 fliggvénygorbe €s az x tengely a megadott intervallumban?

f(x) =x2—4x+3 [0, 1] f(x) =0,5(x—2)2—10 [1, 4]

f) =222 5, = f(x) = x> —6x% +8x [0, 3]

4" 3



fx)=x2-1 [-1, 1] fx)=(x—-1)2%-4 [0, 5]

34. Hatarozzuk meg a két fiiggvény gorbéje altal kozrefogott zart sikidom teriiletét.
a)f(x) =x? gx) =—-x+2

b) f(x) =x? —2x g(x) =0,5x% —x ofx)=x3—-x gx)=x*-1

35. Hatarozzuk meg az y = 2x? egyenletli parabola, az y = 2 és az y = § egyenletii egyenesek altal
bezart tertiletet.

36. Adott a valos szamok halmazén értelmezettf(x) = —x? — x + 6 fiiggvény, valamint a
g(x) = f'(x) — f(x) + 5 fiiggvény. Van-e olyan x, hely, ahol az f(x) és g(x) fiiggvények érintdi par-
huzamosak? Szamitsa ki az f(x) és g(x) fiiggvények altal kozbezart teriilet nagysagat!

37. Az y = ax? + bx + cparabola atmegy az origon, és az E(3, 6) pontjahoz hizott érintd
meredeksége —4. Milyen ardnyban osztja az y = 2x egyenes a parabola ¢s az x tengely altal
kozrefogott sikidom teriiletét?

38. Szamitsuk ki az f: R—> R x ~ x3 + x? — 2x fiiggvénygodrbe és az x tengely kozott fekvod
sikidom teriiletét az az x; = —2 és az x, = 1 hatarok kozott.

39. Tekintsiik a valés szamokon értelmezett f(x) = 13 — (x — 1)? és g(x) = 4|x + 1| fiiggvényeket.
a) Oldjuk meg az f(x) = g(x) egyenlStlenséget grafikusan. b) Mekkora teriiletii az f(x) és a g(x)
gorbéje altal hatarolt sikidom?

40. Adottak a valds szamok halmazan értelmezett f és g fliggvények: f(x) = 2x + 4 és
g(x) = x? + 2x + 4. Szamitsa ki az f(x) fiiggvény gorbéje, a g(x) fiiggvény gorbéje, valamint az
x = —2 egyenes altal kozbezart teriilet nagysagat!

41. Szamitsuk ki a fliggvénygorbe és az x tengely koz¢€ esO siktartomany teriiletét az adott hatarok
kozott

f(x) = -x2, 3¢és6 ) =—x'+8,  0&2

f(x) = V%, 0és4 f(x) = cosx, L Tpe5
f(x) = x> +1, —4és 4 g(x) f X o 10x“ + 9, ;1,e§2
f(x) = —x* + 4, —46és0 x) =[x, —1és

42. a) Az y = x> egyenletli gorbét eltoljuk a v(0; 4) vektorral. Szamitsuk ki a két gorbe kozé es6
sikidom teriiletét az x; = 0¢s az x, = 3 hatarok kozott! b) Azy = %XZ egyenletii parabolat eltoljuk

a v(0; -2) vektorral. Szamitsuk ki a két parabola kozti sikidom teriiletét az x; = —3 és az x, = 3
hatarok kozott!

43. Szamitsuk ki az r(x) és az s(x) fliggvények gorbéi kozott levo zart sikidom teriiletét
(oszloponként).

rx) 3x%2 x? Vx  x*-8 —ix4+3 ixz—Zx+3

sx) 3 X+ 2 %x 4x — 8 —4x+3 —x2 +8x — 12



44. Azy = Xiz egyenletli gorbe és az x tengely kozotti terlilet az x4 = 2 és az X, = b hatarok kozott
egynegyed. Mekkora a b?

45. Egy sikidomot az x tengely, az y=x+1 egyenletli egyenes és az y = V1 — x egyenletli parabola
hatarolnak. Mekkora a tertilete?

46. Egy sikidomot az x tengely, az y = 2v/x és az y = v/2x + 4 egyenletii parabolak hatarolnak.
Szamitsuk ki a teriiletét!

47. Szamitsuk ki az y = sin x és az y = cos x egyenletli gorbék altal bezart sikidom teriiletét a E, f]

intervallumon!

48. Mekkora teriiletli sikidomot fog kozre az f és a g fiiggvény grafikonja?
f(x) = 3x? gx) =4-— x? f(x) =x*-5 g(x) = —x? +4x+1

49. Szamitsuk ki a két gorbe altal hatarolt sikidom teriiletét. y2> + 2 = x  2y? = x

50. Azx? — 6x + y + 5 = 0 egyenletli paraboléhoz az x tengelyre illeszkedd pontjaban érintéket ha-
zunk. Mekkora a parabola és a két érint6 altal kozrefogott sikidom teriilete?

Térfogatszamitas integrallal

51. Szamitsuk ki az y = x® — 1 egyenleti gorbének az x tengely koriili forgatdsakor keletkez6
forgastest térfogatat az x; = 0 és X, = 2 hatarok kozott.

52. Forgassuk meg az x tengely koriil azt a sikrészt, amelyet az y = x> egyenletti gérbébél az y = 9x
egyenletll egyenes levag, és szdmitsuk ki a keletkezett forgastest térfogatat.

53. Forgassuk meg az x tengely koriil azt a sikidomot, amelyet az y = x? egyenlet(i gorbébdl
az y = x egyenletli egyenes levag, és szdmitsuk ki a keletkezett forgastest térfogatat.

54. A megadott fliggvények gorbéit a megadott intervallumban megforgatjuk az x tengely koriil.
Szamitsuk ki a kapott testek térfogatat.

a)f(x) = 2¥x [0, 8] b)f () =VI—x%Z [-1, 1] Ofx) =2 [05; 2]

X

55. Forgassuk meg az x tengely koriil az alabbi egyenleti gérbékkel hatarolt sikidomot. Mekkora a
sikidom teriilete €s mekkora a keletkezd forgastest térfogata?
aA)y=x y=2x x=5 b)y=x%? y=2x? x=5

56. Szamitsuk ki az y = x3 — 1 egyenletli gorbének az x tengely koriili forgatdsakor keletkez6
forgastest térfogatat az x; = 0 és x, = 2 hatarok kozott.

57. Szémitsuk ki az y% = 2x egyenletii paraboldbdl az x =5 egyenletii egyenessel levagott
sikidomnak az x tengely koriili forgatasaval keletkezd test térfogatat.

2 2
58. Szamitsuk ki az % + 2’—2 = 1 ellipszis x tengely kortili forgatasakor keletkez test térfogatat.



Vegyes feladatok

59. Kétoldali kozelitéssel szamitsuk ki
a)azy = %xz egyenletli parabola alatti teriiletet az x; = 0 és az x, = 1 hatdrok kozott,

b) az y = x? egyenletii parabola alatti teriiletet az x; = 0 és az x, = 2 hatarok kozott,
c)azy = 4 — x? egyenletii parabola alatti teriiletet az x; = 0 és az x, = 2 hatarok kozott!

60. Adjuk meg az f fliggvénynek az a és b helyhez tartozé integralfiiggvényét.
f(x)=2x+10 a=-5 b=1 f(x)=%x+5 a=1 b=—-4

61. Melyik az f (x) = 10x — 7 fiiggvénynek az a primitiv fiiggvénye, amelynek a grafikonja illeszke-
dik az A(1, 5) pontra?

62. Van-e az f(x) = 3x% + 2x + 1 fiiggvénynek olyan primitiv fiiggvénye, amelynek grafikonja
illeszkedik a B(0, 2) pontra?

63. Van-¢ az f(x) = sinx + cos xfiiggvénynek olyan primitiv figgvénye, amelynek a grafikonja
illeszkedik a G, 0) pontra?

64. Integraljuk parcidlisan a kovetkezd szorzatokat:

a) Ix-sinx dx; b) f,\--cosx dx; c) jx-e‘”zdx; d) I.t “Inxdux,
Inx :

e) Iarcctgx dx; f) J’LA- dx; g) Jsmx-cosx dx; h) Ic-‘ -sinx dux;
X

i) Iex T ) J‘xz-e"’d.r; k) J'xz -cosx dx; )] J..\'2 -sinx dx;

m) Jx“ -e*dx.

65. Tekintsik az f(x) = x-sinx fiiggvénynek (bal oldali abra) a koordinatarendszer els6
siknegyedével alkotott metszetét! Hanyadik dombocska teriilete lesz el6szor nagyobb 1000-nél?

\

o /\\ y
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66. Forgassuk meg az f(x) = x3 fliggvény gorbéjének a [0, 2] intervallum feletti részét az y tengely
koriil, majd hatarozzuk meg a kapott test térfogatat.

y=x-sinx

1 5 10 X

67. Hatarozzuk meg a k > 1 szamot gy, hogy az y = x?> + 3x + 4k és az y = kx?> +3x + 4
parabolék altal kozrefogott teriilet 33—2 legyen.



IV. Logika

1. Egy bolondokhazaban négyféle emberrel talalkozhatunk. Vannak egészségesek, akik meg tudjak
kiilonboztetni az igaz és a hamis dolgokat, és vannak betegek, akik pontosan forditva gondoljak: az
igazat hamisnak és a hamisat igaznak vélik. Masrészt a lakok egy része apolt, a tobbiek orvosok.
Sajnos lehetnek az intézetben egészséges apoltak €s beteg orvosok is. A bolondokhézaban Jani
kijelenti: ,,Nem vagyok egészséges orvos.” Mi Jani: a) beteg apolt, b) egészséges apolt, ¢) beteg orvos,
d) egészséges orvos?

2. Tizenegyedik évfolyam elején az osztalyba négy 0j didk érkezett. Keresztneveik: Emma, Tivadar,
Konrad, Csilla. Vezetékneveik: Kis, Nagy, Fekete ¢s Fehér, de ebben a sorrendben egyik vezeté¢knév
sem a sorban megfeleld helyen allo keresztnévhez tartozik. Azt is tudjuk, hogy Tivadar, Fekete és
Fehér kiilonbozo iskolabol érkeztek, valamint Konrdd és Emma vezetéknevei ellentétek. Mi az 1j
tanulok teljes neve?

3. Egy bolondokhazaban négyféle emberrel taldlkozhatunk. Vannak egészségesek, akik meg tudjak
kiilonboztetni az igaz és a hamis dolgokat, és vannak olyanok, akik pontosan forditva gondoljak: az
igazat hamisnak ¢és a hamisak igaznak vélik. Masrészt a lakok egy része apolt, a tobbiek, orvosok.
Sajnos lehetnek az intézetben egészségek apoltak és beteg orvosok is. A bolondokhazaban Jozsi azt
hiszi, hogy Jani beteg, Jani pedig azt, hogy Jozsi orvos. Mit tudhatunk meg ebbdl Janirdl és J6zsir6l?

4. Adjuk meg formuladval az alabbi kijelentéseket. Hasznaljuk az A, B, C, D betliket, a logikai
miiveleteket és zargjelet. a) Nem vagyok hazudos. b) Kimegylink a strandra és megiszunk egy bambit.
¢) Otost kapok vagy vilagga megyek. d) Nyerek a lotton és gazdag leszek, vagy holnap is bemegyek
dolgozni. ) Nem igaz, hogy ronda és kopasz vagyok. f) J6 vagyok matekbol és fizikabol, de nem
vagyok jo se németbdl, se bioldgiabdl. g) Holnap kirdndulni megytiink és hegyet maszunk, vagy csak
iiliink a tv eldtt és esziink.

5. Fogalmazzuk meg a kovetkezd kijelentések tagadasat. a) Nem félek a dolgozattdl. b) Minden filmet
lattam mar. ¢) Minden szarka farka tarka. d) Van rovid nyaku zsiraf, amely jol fésiilt. e) Létezik olyan
geometriai rendszer, amelyben a haromszog belsd szogeinek dsszege nem 180°. f) Minden érettségi
feladatsorban van ilyen feladat. g) Létezik holld, amely nem fekete. h) Egyik 7-tel oszthaté szdm sem
oszthato 5-tel. 1) Barmely két egyenes metszi egymast.

6. Jelolje A= hideg van, B = jol felsltozom, C = fazom, D = mozogni kell kijelentéseket. Irjuk le
szoveggel a kovetkezOket: a) AANCD)BVDc)DA-Cd)-(CAD)VBe)(AAC)V (BA=D)

7. Ma kedd van. Melyik kijelentés igaz és melyik hamis? a) Ma nincs hétvége. b) Ma vasarnap van
vagy hétkoznap. c) Holnap kedd van vagy ma hétfé. d) Holnap szerda van és ma csiitortok. e) Tegnap
hétkdznap volt és holnap nem lesz hétvége. f) Holnap péntek lesz, vagy tegnapel6tt hétvége volt vagy
cslitortok.

8. Az alabbi mondatok koéziil melyik a ,,Zsoltinak matematikdb6l minden jegye 6t6s.” kijelentés
tagaddsa? a) Zsoltinak matematikabol csak harmasai vannak. b) Zsoltinak matekbol van 6tosnél
rosszabb jegye is. ¢) Zsoltinak matekbol két harmasa van és biologiabol megbukott félévkor. d)
Zsoltinak nincs 6tdse matekbol.

9. Keressiik meg, melyik kijelentésnek melyik a tagaddsa. A = Minden egész szdm oszthato
harommal. B = Van olyan egész szam, amely oszthaté harommal. C = Egyetlen egész szdm sem
oszthatd harommal. D = Van olyan egész szam, amely nem oszthaté harommal.



10. A De Morgan-azonossagok segitségével fogalmazzuk at a kdvetkezo kijelentéseket. a) Nem igaz,
hogy jol biliardozok és golfozok. b) Nem, igaz, hogy a neved Kata vagy Klara. ¢) Nem vagyok James
¢s nem vagyon Bond. d) Nem megyek a boltba vagy nem porszivozok fel.

11. Fogalmazzunk meg kijelentéseket, melyeknek negacidja a kdvetkezd: a) Van olyan nap, amelynek
egy bizonyos oOrdja egyik percében nem gondolok rad. b) Létezik egyiittes, amelynek minden
szamaban van olyan versszak, amit nem értek. c) Minden ételnek van olyan elkészitési modja, melyet
egy bizonyos napszakban nem vagyok hajlandé megenni.

12. Ertékeljiik ki a kovetkezd kijelentések logikai értékét minden lehetséges esetben. a) Nem igaz,
hogy Karcsi koran kelt és sokat dolgozott. b) Ez a labda gdmbdolyti és piros, vagy én szinvak vagyok.
¢) A szinhazi eldadés rovid vagy izgalmas, és nem alszom el kdzben.

13. Ertékeljiik ki igazsagtablazat segitségével a kovetkezd logikai formulakat.
a)A A (—B) b) (AAB)V —A c)AN(BV —A)

14. irjuk fel az A, B, C, D betiik és logikai miiveletek felhasznaldsaval a kovetkezd kijelentéseket.
Ugyanazon kijelentésekre azonos betiiket hasznaljunk az e) és f) feladatokban. a) Ha Dezsd felkér,
akkor elmegyek vele tdncolni. b) Ha Xénia rdm kacsint vagy dob egy puszit, akkor meghivom
cukraszdéaba. c¢) Akkor veszek nagykabatot, ha hideg van és esik az esd. d) Ha megtanulok uszni,
akkor csak a Tiszat uszom at, de a Balatont soha. ¢) Akkor és csak akkor faj a labam, ha raléptek vagy
ha bokan rugsz. f) Ha ralépnek vagy bokan rigsz, akkor f4j a ldbam, és ha f4j a labam, akkor raléptek
vagy bokan rugtél. g) Pontosan akkor félek, ha sotét van.

15. Az aldbbi kijelentések csak négyszdgekrdl szolnak. Hasznaljuk a kovetkezd jeloléseket: N =
négyzet, P = paralelogramma, R = rombusz, E = két-két szemkozti oldala egyenld, K = két-két
szomszédos oldala egyenld, T = szogei egyenldk. Forditsuk le ,,magyarra” az alabbi kijelentéseket,
majd dontsiik el, igazak-e vagy sem.
aA)N=>Pb)P=>Rc)PoSEA(EAK)=>Re)(EANAKAT)=NHN (RAT)

16. Az alabbi kijelentések n pozitiv egész szamokra vonatkoznak: A = n 3-mal oszthatd. B = n 8-cal
oszthatd. C = n 24-gyel oszthatd. D = n paros. E = n oszthat6 12-vel. F = n prim. Fogalmazzuk meg
szovegesen a kovetkezd formulékat: a) (AAB) = Cb)D > ~Fc¢)(AVB) © Ed) (FA-A) =D
Adjuk meg a formulak logikai értékét.

crer

laba. B = Minden bogar rovar. C = Minden négyszdgnek van beirt kore. D = Minden lakas minden
szobajaban van vilagitas.

crer

nem négyzet. B: Van olyan paralelogramma, amely nem trapéz. C: Van olyan sorozat, amely nem
korlatos. D = Van olyan ember, aki nem iszik alkoholt.

crer

nap. B = Andrea széke ¢és kék szemii. C = Az ABC haromszog egyenld szaru és hegyesszogl
haromszog. D = Az ABCD négyszdg trapéz vagy deltoid.

20. Tekintsiik a kovetkezo kijelentéseket: A = esik az esd, B = rossz a kedvem.

frjuk fel A, v, — logikai miiveletek segitségével a kovetkezd kijelentéseket: a) Nem esik az esé.

b) Esik az es0, és rossz a kedvem. ¢) Nem esik az esd, mégis rossz a kedvem. d) Nem rossz a kedvem,
¢s nem esik az eso. e) Esik az esd, mégsem rossz a kedvem. f) Esik az es6, vagy rossz a kedvem.

g) Nem esik az es6, vagy rossz a kedvem.



21. Az alabbi allitasok kozott melyek az ekvivalensek, illetve melyikbdl kovetkezik valamelyik
masik: A = Az ABCD négyszog kdzéppontosan szimmetrikus. B = Az ABCD négyszog trapéz.
C = Az ABCD négyszdg paralelogramma.

22. Irjuk fel logikai miiveletekkel a kovetkezd kijelentéseket, ha A = tél van, B = esik a h! a) Ha tél
van, akkor esik a hd. b) Ha esik a ho, akkor tél van. ¢) Ha nem esik a ho, akkor nem tél van. d) Nem
igaz, hogy tél van, és nem esik a ho. e) Esik a h6, vagy nem tél van.

23. Tekintsiik a kovetkez6 kijelentéseket: A =n oszthatd legyen 5-tel, B = n oszthaté 3-mal,
C =n oszthato 15-tel. Fogalmazzuk meg a kovetkezo kijelentéseket szavakkal:
a)C > A b)CC(A/\B) C)(A/\—|B)$—|C d)ﬂCﬁ(ﬁAVﬁB)

24. Tekintsiik a kovetkezd kijelentéseket: A= az ABCD négyszog hurnégyszég, B = az ABCD
négyszog téglalap. Irjuk fel logikai miiveletekkel a kovetkezd kijelentéseket: a) Ahhoz, hogy az
ABCD négyszog téglalap legyen, sziikséges, hogy hurnégyszog legyen. b) Ahhoz, hogy az ABCD
négyszog hurnégyszog legyen, elegendd, hogy téglalap legyen.

25. Tekintsiik a kovetkezd kijelentéseket: C = az ABC haromszog derékszogli, D = az ABC
haromszog két oldalanak négyzetosszege egyenld a harmadik oldal négyzetével. frjuk fel logikai
miiveletekkel a kovetkezo kijelentéseket: a) C elegendo feltétele a D-nek. b) D elegendoé feltétele az
C-nek. c) D sziikséges feltétele az C-nak. d) C akkor és csak akkor teljesiil, amikor a D.

26. Tekintsiik a kdvetkezd kijelentéseket: A = az a, sorozat korlatos, B = az a, sorozat konvergens.
frjuk fel logikai miiveletekkel a kovetkezé kijelentéseket: a) az A elegendd feltétele a B-nek. b) A B
elegendo feltétele az A-nak. c) A B sziikséges feltétele az A-nak. d) Az A sziikséges feltétele a B-
nek. e) Az A akkor és csak akkor teljesiil, amikor a B. Mely allitdsok igazak a fentiek koziil.

27. Egy papiron az alabbi allitasok olvashatdak: ,,1. Ezen a papiron pontosan egy allitas hamis. 2.
Ezen a papiron pontosan két allitas hamis. 3. Ezen a papiron pontosan harom allitds hamis. 4. Ezen a
papiron pontosan négy allitds hamis. 5. Ezen a papiron pontosan 6t allitds hamis.” Hatarozzuk meg,
hogy mely allitasok igazak a papiron!

28. Lassuk be igazsagtablazattal, hogy
a) A= B = (=B) = (=4) b) A=>B)=>C=((=4A)=>C)AN(B=>C)

29. Igaz vagy hamis a kovetkez0 kijelentés: ,,Ez az 4llitas hamis.”

30. A négy koziil melyik logikai formula ekvivalens a —(A V —B) kifejezéssel?
-AVEB —-AAB AN-B —-(AA-B)

31. Melyik igaz, melyik hamis a kdvetkezd végtelen sok allitas koziil?

1. A kovetkez6 mondatok mindegyike hamis.

2. A kovetkez6 mondatok mindegyike hamis.

3. A kovetkez6 mondatok mindegyike hamis.

4. ...
S5....



32. Egy konyvtar egy konyvben nyilvantart (felsorol) minden konyvet, amely nem hivatkozik
onmagara. Ez a nyilvantartds (mint konyv) szerepel-e ebben a nyilvantartasban, azaz ebben a
konyvben?

33. Egy faluban van egy borbély, aki azt mondja: ,,Minden olyan férfit megborotvélok, aki nem
borotvalja meg dnmagat.” Ki borotvalja meg a borbélyt?

34. Egy tanar azt mondja: ,,A jOvO héten varatlan dolgozatot irtok. Olyan napon, amikor nem
szamitotok rd.” A diakok végig gondoljak:

Pénteken nem lehet, mert ha addig nem volt, biztosan pénteken lesz, tehat nem varatlan. Csiitortokon
se lehet, mert ha addig nem volt, akkor csiitortok az utolso lehetdség, ez szintén nem varatlan. Stb.
fgy kizarjak az 6sszes napot.

Am a tanar mégis dolgozatot irat szerdan — és a diakok meglepédnek.

Hogyan torténhetett ez?

35. Ertékeljiik ki a kovetkezé kijelentések logikai értékét minden lehetséges esetben.
1. Nem igaz, hogy Karcsi koran kelt és sokat dolgozott.

2. Ez a labda gobmbdlyti €s piros, vagy én szinvak vagyok.

3. A szinhdzi el6adas rovid vagy izgalmas, és nem alszom el kézben

crer

1. Minden feladat konnyt volt és mindet meg is oldottam.

2. Ebben a pizzéridban minden pizza finom, vagy van olyan, amit még nem kostoltunk meg.

3. Létezik olyan haromszog, amelynek minden szoge derékszog.

4. Minden Rubik kockdnak van olyan oldala, amelyre teljesiil, hogy az azon levd 0sszes négyzet

kék.
V. Grafok
Definiciok

Graf Ha véges sok pont koziil egyeseket vonallal 6sszekdtiink, akkor a kapott abrat grafnak
nevezziik.

Pont, él A pontok a graf csucsai vagy szogpontjai, a vonalak a graf élei.
Teljes graf Ha egy grafnak n pontja van (n pozitiv egész szam), és mindegyik pontbdl pontosan egy-
egy ¢l vezet az Osszes tobbi ponthoz, akkor a grafot n pontu teljes grafnak nevezziik. Példaul az els6

¢s a negyedik graf.

Hurok A grafokban eléfordulhat olyan ¢él is, amelynek mindkét végpontja ugyanaz a pont. az ilyen
¢l neve hurok.

Tobbszoros €l Két csucs kozott tobb élt is huzhatunk, ezek a tobbszoros élek.
Egyszerii graf Egy grafot egyszerlinek neveziink, ha nincs benne sem hurok, sem tobbszoros él.

Osszefiiggé graf Egy graf Osszefiiggd, ha barmely pontjabél barmely masik pontjaba élek
egymasutanja mentén el lehet jutni.



Fokszam A graf egy pontjara illeszkedd €lek szadmat a pont fokszamanak, roviden fokanak nevezziik.
A hurokélt tigy tekintjiik, hogy kétszeresen illeszkedik a pontjara.

Ut Az élek olyan egymashoz csatlakozé sora, amely egyetlen ponton sem halad 4t egynél tobbszor.

Vonal A graf csucsainak és éleinek azt a sorat, amelyben az élek ezen pontokat kotik 0ssze €s az €lek
nem ismétlédnek, egy csucs azonban tobbszor is eléfordulhat. A vonal zart, ha kezdo- és végpontja
egybeesik, egyébként nyilt.

Kor Olyan vonal, melynek kezd6- és végpontja azonos és a pontok nem ismétlédnek.

Euler-vonal A graf 6sszes €lét pontosan egyszer tartalmazé vonal. Lehet zart €s lehet nyilt. Zartnal
nincs kezdd- és végpont (egybeesik), a nyiltnal két kiilonb6z6 pont van a vonal két végén.

Izomorf grafok Két grafot izomorfnak neveziink, ha pontjaik és €leik kolcsondsen, egyértelmiien és
illeszkedéstartoan megfeleltethetéek egymasnak.

Fa Olyan 0sszefiigg6 graf, amely nem tartalmaz kort.

Tételek

1. Barmely grafban a fokszamok 6sszege egyenl6 az élek szamanak kétszeresével.

2. Barmely grafban a paratlan fok pontok szama paros.

3. Véges, egyszerii grafban van két pont, amelyek fokszama megegyezik.

4. Ha egy Osszefiiggd ¢és kort tartalmazo graf barmely korébdl egy tetszdleges élt elhagyunk, akkor a
graf 6sszefiiggd marad.

5. Ha egy legalabb kétpontu, dsszefliggd grafnak kevesebb €le van, mint pontja, akkor a grafnak van
elséfoku pontja.

6. Ha egy graf 0sszefiiggd, akkor a pontjait két diszjunkt csoportba sorolva a grafnak van olyan éle,
amelynek az egyik végpontja az egyik, a masik végpontja a masik csoportba tartozik.

7. Az n pontt Osszefliggd graf legalabb n-1 ¢élt tartalmaz.

8. Ha egy 0sszefliggd graf n pontot és n-1 €It tartalmaz, akkor nem tartalmaz kort (azaz fa).

9. Egy n pontt fanak n-1 éle van.

10. Afa

a) a maximalis kormentes graf (azaz, ha barmely két olyan pontjat 6sszekatjiik, melyek kozott nem
volt él, akkor a graf mar tartalmaz kort,

b) barmely két pontjat egyetlen ut koti Ossze,

c) a minimalis Osszefliggd graf (azaz barmely élét elhagyjuk, akkor a graf mar nem 6sszefliggd).

Feladatok
1. Egy otcsucsu graf pontjainak fokszama 3, 3, 3, 1, 2. Szemléltesse a grafot!

2. Egy egyszerli gratban 5 cstcs van, amelyekbdl rendre 4, 3, 2, 2, 1 ¢l indul ki. Hany éle van a
grafnak?

3. Legalabb hany éle van annak a grafnak, amelynek 3 csticsa van és 0sszefiiggd?



4. Egy talalkozon hat ember vett részt, a résztvevok egyharmada 5, ketten koziiliik 3,
a tobbiek pedig 2 emberrel fogtak kezet. Szemléltesse rajzzal a kézfogasokat.

5. Rajzoljon 6tpontu grafot, melyben az egyes pontokbol indulo élek szam
a)2,2,2,2,2,b)2,2,2,3,3,¢)2,2,3,3, 3!

6. Egy talalkozon tizenketten vettek részt. Hatan koziilik harom emberrel fogtak kezet, ketten
koziiliik ottel, mig négyen hat emberrel fogtak kezet. Hany kézfogas volt?

7. Egy taldlkozon hat ember vett részt. Megtorténhettek-e a kovetkezd kézfogasok: a) A tarsasag
egyik fele 5 emberrel, mig a masik fele 3 emberrel fogott kezet. b) A résztvevok egyharmada 5, a
masik harmada 3, mig egy-egy ember 1, illetve 2 emberrel fogott kezet.

8. Igazolja, ha egy 5 pontt grafban minden pontbol legaldbb 2 ¢l indul, akkor a gratban van kor!
(Azaz élek olyan sorozata, amelyen vissza lehet térni a kiindulasi pontba anélkiil, hogy egy ¢len
kétszer haladnank at.)

9. a) Igazolja, hogy ha egy 6 pontu grafnak legfeljebb 4 éle van, akkor a graf nem 0sszefliggd! (Azaz
nem lehet barmely pontbol barmely mésikba eljutni élek mentén.) b) Igazolja, hogy ha egy 6 ponta
grafnak legalabb 6 éle van, akkor a grafban van kor! (Azaz élek olyan sorozata, amelyen vissza lehet
térni a kiindulési pontba anélkiil, hogy egy ¢élen kétszer haladnank 4t.

10. Igazolja, hogy ha egy 10 pontl grafnak 9 éle van, akkor van olyan pontja, amelybdl 1 vagy 0 ¢l
indul!

11. Egy bajnoksagban 8 csapat jatszik kormérkdzést, eddig 9 meccs zajlott le. Bizonyitsa be, hogy
van olyan csapat, amely legaldbb haromszor jatszott mar!

12. a) Négy szomszéd mindegyike ugy épitett utat a masik harom hazdhoz, hogy azok nem keresztezik
egymast. Vazoljon egy lehetséges tthalozatot! b) Egy 6tddik ember tud-e ugy utakat épiteni hazatol
a masik négy hazahoz, hogy az uthalozatban ne legyenek keresztezdések?

13. Van-e olyan 8 fOs tarsasag, amelyben a tarsasdg mindegyik tagjanak pontosan 3 haragosa van
jelen? (A harag kdlcsonos.)

14. Egy konvex 77-sz0g Osszes atlojat meghtuzzuk, majd koziilik egyeseket pirosra szineziink. a)
Hany atlot huztunk meg? b) Lehetséges-e, hogy a sokszdg minden csticsdban pontosan 13 piros atld
fut be?

15. A, B, C, D, E ¢és F pontokat tetszés szerint vonalakkal kotiink 6ssze. Ezek lehetnek 6nmagaba
visszatérd vonalak is, és 2 pont kozott tobb vonalat is htizhatunk. Az els6 6t pontbol kiinduld vonalak
szama rendre 7, 2, 5, 4, 2. Csak azt tudjuk, hogy F-bdl 3 vagy 4 vonal indul. Melyik lehet a helyes
eredmény? Valaszat indokolja!

16. Egy 7 tagu tarsasagban (kolcsonds) baratsdgok vannak. Az egyes tagoknak a kovetkezd baratai
vannak: Andrasnak 3 baratja van, Bélanak 2, Csabanak 5, Daninak 1, Ervinnek 4, Ferinek 5, Gabor-
nak szintén 4. a) Rajzoljon olyan grafot, amely a tarsasag baratsagait abrazolja! b) Az 6sszes lehetsé-
ges baratsagnak hany szdzaléka valésul meg ebben a csoportban?

17. Egy sakkversenyen barmelyik két jatékos legfeljebb egyszer jatszott egymassal. Igaz-e, hogy a
verseny barmely pillanataban volt két olyan versenyz0, aki addig ugyanannyi lejatszott mérkézésnél
tartott? (Az éppen tarté mérkdzéseket nem tekintjiik lejatszottnak.)



18. Bizonyitsa be, hogy nincs olyan 8 személybdl all6 tarsasadg, amelyben az embereknek rendre 7,
7,7,6,6,6,4, 4 ismerdsiik volna! (Az ismeretségek kolcsonosek.)

19. Bizonyitsa be, hogy nincs olyan 9 személybdl all6 tarsasag, ahol az embereknek rendre 8, 8, 8, 7,
7,7,5,4, 4 ismerdsiik volna! (Az ismeretségek kdlcsonosek. )

20. Nyolc sakkozo kormérkodzést jatszik. Hany mérkézést jatszottak le, ha tudjuk, hogy négy sakkozo
mindegyike mar harom, négy sakkoz6 mindegyike pedig mar négy mérkdzést jatszott le?

21. Tudjuk, hogy egy tarsasagban mindenkinek legalabb két ismerdse van. Bizonyitsa be, hogy ekkor
a tarsasagnak legalabb harom tagjat le lehet iiltetni egy kerek asztal koré tigy, hogy mindenki ismerje
a mellett tiloket!

22. Nyolc telefonkdzpont kozotti kapesolatrendszerrdl a kovetkezdket tudjuk: 1. barmely két kozpont
kozott 1étesithetd kapcsolat 2. barmelyik két kiilonboz6 vonal tonkremenése esetén is még dsszefliiggd
a maradék rendszer, de egy harmadikat elhagyva mar nem, 3. a harom legnagyobb kdzpont egymast
kozvetleniil is el tudja érni. Rajzoljon a feltételeket megvaldsitd halozati grafot minél kevesebb éllel!

23. Egy hatpontt egyszerli grafban van izolalt pont. Legfeljebb hany ¢éle lehet?
24. Hany olyan lényegesen kiilonb6z6, négycsucsu egyszerii graf van, amelynek harom éle van?

25. Egy egyszerli grafnak 5 csucsa van. Minden cstcsban 0sszeszamoljuk a befut6 éleket. El6fordul-
hat-e, hogy ez a szdm minden cstcsban kiilonb6z6 legyen?

26. Egy hatfOs tarsasag tagjai koziil egyesek kézfogassal tidvozlik egymast. Lehetséges-e, hogy az
egyes emberek kézfogdsainak szama: 0, 1, 2, 2, 4, 57 (Vélaszunkat indokoljuk!)

27. Egy hézibulin 5 it és 5 lany vett részt. Egy jaték soran mindenki felirta egy cédulara, hogy az
este folyaman hany kiilonb6z6 partnerrel tancolt. A céduldkon a kovetkezd szamok szerepeltek: 2, 2,
2,2,2,3,4,4, 4, 4. Lehetséges ez? (Csak ellenkezd nemtiek tancoltak egymaéssal. Valaszunkat
indokoljuk!)

28. Egy turista bejarta egy varos 6 utcajat ugy, hogy mindegyiken pontosan kétszer ment végig, de
ugy nem tudta bejarni 6ket, hogy mindegyiken csak egyszer menjen végig. Lehetséges volt-e ez ak-
kor, ha az utcak kozott lehet zsakutca? (Valaszunkat indokoljuk!)

29. 16 focicsapat kormérkdzéses tornan vesz részt. Bizonyitsuk be, hogy a torna barmely pillanatdban
van két olyan csapat, akik addig azonos szamt mérkdzés jatszottak le!

30. Tiz csapat kormérkdzéses bajnoksdgban vesz részt. 11 mérkdzést mar lejatszottak. Igazoljuk,
hogy van olyan csapat, amelyik mar legalabb 3-szor jatszott!

31. Egy kormérkdzéses bajnoksagban 16 csapat vesz részt. A bajnoksagban 35 meccset mar lejatszot-
tak. Igazoljuk, hogy van olyan csapat, amelyik mar legalabb 5 mérkdzést lejatszott!

32. Péternek 28 osztalytarsa van. Mind a 28-nak kiilonb6z6 szamu baratja van az osztalyban. Hany
baratja van koziiliikk Péternek? (A baratsag kolcsonds.)

33. Egy 18 résztvevds bajnoksagban eddig 8 forduldt rendeztek: mindegyik csapat 8 mésikkal jatszott.
Igazoljuk, hogy van 3 olyan csapat, amelyek kdzott még egyetlen mérkdzés sem volt!



34. Igaz-e, hogy ha egy egyszer(i graf minden csucsanak foka kettd, akkor a grafban van kor?
35. Rajzoljunk olyan grafot, amelynek 8 csticsa van, 12 éle és minden csucs fokszama 3!

36. Egy kisvaros hét nevezetességét és az azok kozotti uthaldzatot latjuk a tdblan. Minden nevezetes-
ségnél talalhatd egy-egy étterem. Egy turistacsoport reggel az F nevezetességnél gyiilekezett és
vezetdjiikkel ugy akartak végigjarni az 0sszes nevezetességet, hogy minden Uton pontosan egyszer
haladjanak végig, majd az utols6 nevezetességnél megebédeljenek.

a) Tervezziik meg a csoport utvonalat €s mondjuk meg, melyik nevezetesség étterménél rendeljéek
meg az ebédet?

b) Egy hét mulva egy masik csoport is bejarta a nevezetességeket a kivant médon, de idékozben az
FG utat lezartak. Ok melyik étteremben ebédelhetnek?

c) Egy 12 pontu egyszerii 0sszefliggd grafnak 48 ¢éle van. Lehet-e ennek a grafnak 2 db olyan pontja,
melyekbdl csak egy ¢l indul ki?

37. Dontsd el, hogy az alabbi négy allitas koziil melyik igaz és melyik hamis.
A. Egy 6 pontot tartalmazo teljes grafnak 15 ¢éle van.

B. Ha egy teljes grafnak paros szamu éle van, akkor a pontok szdma is paros.
C. Ha egy 51 pontu grafban nincs kor, akkor legfeljebb 50 éle lehet.

D. Nincs olyan 6 pontu graf, amelyben a fokszamok 6sszege 11.

38. Egy kozosségi portal hatfds klubjaba a klubalapitd6 Andras hivott meg mindenkit. Rajta kiviil
Janos ismeri még Csillat és Edinat, Csilla pedig Zolit és Gabort.

a) Abrazoljuk graffal a fenti ismeretségeket.

b) Idékozben kidertilt, hogy két klubtag eltitkolt egy ismeretséget és egyediil Edinanak van a klubban
a legkevesebb ismerdse. Hat kik titkoloznak eddig?

39. Budapest egy részletének térképén tekintsiik a keresztezOdéseket pontoknak, a kozottiik futd
utakat éleknek. Készitsiink kimutatast arrdl, hogy milyen fokszamt pontokbol hany latunk.

40. Egy n pontl egyszer(i grafban n él van. Hany élt kell még berajzolnunk, hogy n pontu teljes grafot
kapjunk? (n pozitiv egész szam)

41. A, B, C, D pontok a sikon. Hany kiilonb6z0 egyszerli grafot készithetiink a négy pontbol, ha
a) sem a pontokat, sem az éleket nem kiilonboztetjiik meg?

b) kételtii kiillonbozodnek tekintlink, ha legalabb az egyik végpontjat mas?

42. Lehetséges-e, hogy egy n pontt egyszerti grafban a pontok fokszamai kiilonb6z0, de egymas utan
kovetkezd egész szdmok?

43. Adjunk meg elégséges feltételt fog szadmok segitségével arra, hogy az egyszerii n ponta graf
a) nem Osszefliggo, b) dsszefliggo.

44. Abrazoljuk az sszes lehetséges 7 pontu fagrafot, amelyben a pontok fokszamai 1, 1, 1, 1, 2, 3, 3.

45. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n ponta graf fokszamainak 6sszege 2n, akkor a grafban van kor.



VI. Valoszintiségszamitas

1. Két szabalyos kockéaval dobunk. a) Mekkora annak a valdszintisége, hogy a dobott szamok kozott
van 2-es vagy 3-as? b) Mekkora annak a valosziniisége, hogy az 6sszeg 2-vel vagy 3-mal oszthat6?
c) Mekkora annak a valdszintisége, hogy a szorzat 2-vel vagy 3-mal oszthato?

2. Ha van haromfajta vetdmagunk, amelyek rendre 0,85; 0,78; 0,4 eséllyel kelnek ki, s ezekbdl egyet
véletlenszerlien valasztunk ki, akkor mennyi az esélye annak, hogy nem kel ki a mag?

3. Andréas meghivja baratndjét vacsorara egy budapesti étterembe, este 7 6rara. Mivel harom tton is
megkozelitheti autdjaval az éttermet, egy véletlen kisérlettel donti el, hogy melyik utat valassza.
Feldob egy dobokockat, és ha 1-et kap eredményiil, akkor a harmadik utat valasztja, ha parosat, akkor
az elsot, ha paratlan primszamot dob, akkor a masodikat. Mekkora az esélye annak, hogy idében
odaér a randevura, ha az egyes utakon rendre 0,2; 0,4; 0,8 eséllyel keriil dugoba?

4. Valamely iizletbe négy termel6tol osszesen 1800 kg burgonyat vasarolnak fel. A felvasarolt
mennyiség negyedrésze az elsd, hatodrésze a masodik, harmadrésze a harmadik, a tobbi a negyediktdl
szarmazik. Az els6 termeld burgonydjanak kilenced része, a masodikénak fele, a harmadikénak a
harmada, a negyediknek az 6tode az I. osztalyu. A raktarban a burgonyét omlesztve taroljak. a)
Mennyi az esélye annak, hogy egy véletlenszeriien kivélasztott burgonya I. osztalyu? b) Mennyi a
valdszinlisége annak, hogy a véletlenszerilien véalasztott 1. osztalyu burgonya a harmadik termel6tol
szarmazik?

5. Egy dobozban 3 kék, 4 sarga és 5 zold goly6 van. Visszatevés nélkiil huzunk. a) Mennyi a valoszi-
niisége annak, hogy eldszor kék, utdna sarga golyot hiizunk? b) Mennyi a valosziniisége annak, hogy
a 2. golyd sarga? c) Mennyi a valosziniisége annak, hogy a 3. golyo sarga?

6. Egy bevasarlokozpont 1. emeletén felallitottak egy szerencsekereket, melyen 1-t6l 40-ig lehetett a
kerék megforgatasaval egész szamokat ,.eltalalni.” Azok a vasarlok forgathattdk meg a kereket, akik
egy bizonyos 0sszegnél nagyobb Osszeget koltottek vasarlasra. Ha a vasarlo négyzetszamot talalt,
akkor 10 000 Ft jutalmat kapott.

a) Egy napon 10 és 11 ora kozott 8 vasarlo forgathatta meg a szerencsekereket. Mekkora annak a
valosziniisége, hogy az elsd, a masodik és a hatodik vasarld nyert 10-10.000 Ft-ot?

b) Mekkora annak a valdszintisége, hogy a 8 vasarlo koziil pontosan hdrman nyertek?

c) A II. emeleten is felallitottak egy ugyanilyen szerencsekereket. Ezen akkor lehetett nyerni, ha
valaki primszamot ,,forgatott”; ekkor 5.000 Ft-t nyert a szerencsés vasarlo. Egy napon délutan 2 és
3 kozott az 1. emeleten 10-en, a masodikon pedig 12-en forgattdk meg a szerencsekereket Melyik
valoszinliség nagyobb: az, hogy az elsd emeleten fizettek ki pontosan 20 e Ft-ot, vagy, hogy a II.
emeleten fizettek ki pontosan 20 e Ft-ot nyereményre?

7. Magyarorszagon a gépkocsik rendszamtabldja harom betlib6l és harom szamjegybdl all. A
betlikh6z az ABC 25 betlijét hasznaljak fel. a) Hany autot lathatnak el ilyen modon rendszamtablaval?
b) Tetszdlegesen kivalasztva egy rendszamtablat, mekkora annak a valdsziniisége, hogy azon lesznek
azonos szamjegyek?

8. a) Egy 27 f0s osztalyba 5-tel tobb lany jar, mint fit. Mekkora a valdsziniisége, hogy véletlenszerlien
kivalasztott harom tanulé kozott két fia és egy lany van?



b) Egy 27 f0s osztalybol kivalasztunk két tanuldt. Hatarozzuk meg az osztalyban a fiuk szamat gy,
hogy a legnagyobb valoszinlisége legyen annak, hogy a kivalasztott tanulok kiilonb6zd nemiiek.
Mekkora ez a maximalis valosziniiség?

9. Egy urnaban szamjegyek vannak: 1-esek, 2-esek, 3-asok és 4-esek. Véletlenszerlien kivesziink egy
szamjegyet az urnabol. Annak a valoszinlisége, hogy a kivett szamjegy legalabb harom: g. Annak a

valosziniisége, hogy a kihuzott szamjegy legfeljebb harom: g. Mekkora annak a valdszintisége, hogy
a kihuzott szamjegy harom?

10. Andrés és Béla nagyon sokat pingpongoznak egymassal. A tapasztalat azt mutatja, hogy Andras
0,7, Béla 0,3 valdsziniiséggel nyer meg egy jatékot. Ha tobbszor jatszanak, akkor azt tekintjiik
gyOztesnek, aki tobbszor nyert.

a) Mekkora Andras nyerési esélye, ha négyszer jatszanak?

b) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy Béla minden jatékot megnyer, ha haromszor jatszanak?

¢) Andras gydzelmi esélye 0,7 helyett mennyi, ha két jaték esetén Béla otkilenced valoszintiséggel
nem veszit?

11. Van egy kétoldalu érménk, amelyen pontosan szabdlyozhato, hogy egy feldobasnal melyik oldal
mekkora valoésziniiséggel kovetkezik be. Milyen valdszinliséggel legyen egy feldobas eredménye
iras, ha azt szeretnénk, hogy az irds maximalis valdsziniséggel kovetkezzen be hat dobasbol 6tszor?

12. Az 52 lapos francia kartyabol egyszerre kihtizunk 6 lapot. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy
a) A pikk bubi a lapok kozott van?

b) minden kihuzott lap azonos szinti? (A francia kéartyaban 4 szin van.)

c) a lakok kozott van treff?

d) treff vagy karé koziil legalabb az egyik fajtdbol van a lapok kozott?

e) legalabb 2 4sz van a lapok kozott?

f) minden lap kiilonb6z6 figuraja

13. Az ELTE tanarszakos hallgatdinak 70 szézaléka megszerzi a diplomat, de a diplomésoknak csak
50 szazaléka helyezkedik el pedagogus palyan. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy az elsé évre
beiratkozott 40 hallgato koziil

a) legfeljebb harom hallgatd nem szerez diploméat?

b) legalabb huszonnégyen, de legfeljebb huszonhatan fognak pedagogusként dolgozni?

Geometriai valosziniiség
14. Egy szamegyenesen kijeloltiik a J = [0, 10] intervallumot és annak I = [2, 6] részhalmazat.
Véletlenszertien rddobunk egy pontot J-re. a) Mekkora valdsziniiséggel esik a pont az I interval-

lumba?

15. és a ,,lyukas” téglalapot az dgyra tessziik. Magasrol raejtiink egy golyot a téglalapra. Mekkora
valoszinliséggel hallunk koppanast?

16. Hany szazaléka legyen a céltabla sugaranak a kozépso kor sugara, ha azt akarjuk, hogy a céltablat
érd véletlen taldlatok esetén a maximalis pontszdm valosziniisége 0,01 legyen?



17. Tekintsiik az A(-4, -3), B(4, -3), C(4, 3), D(-4, 3) csucsokkal adott téglalapot. Valasszunk vélet-
lenszertien egy P(x,y) pontot az ABCD téglalapbol. Mennyi a valdsziniisége, hogy ekkor a pont
koordinataira |x| + |y| < 2?

18. Két ember megbeszéli, hogy egy adott napon 16 és 17 ora kozott talalkoznak Budapesten az
Oktogonnal. Az adott iddintervallumban véletlenszertien érkeznek a helyszinre. Mekkora a valoszi-
niisége, hogy egyikiik sem var 10 percnél tobbet?

19. A buszmegalldban a kiiras szerint két kiilonb6zd buszjarat all meg. Egy busz atlagosan 30 ma-
sodpercet tartozkodik a megalloban. J6 kozelitéssel feltételezziik, hogy a buszok egyenletes eloszlas
szerint érkeznek a [0, 10] perces intervallumon beliil barmikor. Mekkora eséllyel fordul eld, hogy a
megalloban mindkét jarat egy adott pillanatban egyiitt all bent?

20. Jancsi ¢és Juliska 6sszehdzasodtak és a mézeskalacs hazba koltoztek. Mindketten 6.30-kor kellenek
¢s 7.40-ig be kell fejezniiik a reggeli késziilddést, hogy odaérjenek a munkahelyiikre. Juliusanak 30
perc, Jancsinak 10 perc a fiirddszobai elfoglaltsaga. A hdz finom, am kicsi, egyszerre csak egyikiik
fér el a fiirdoben. Mindketten véletlenszertien mennek be és megharagszanak, ha nem tudnak a masik
miatt bejutni. Mekkora valoszinliséggel fognak reggelente 6rommel bucsut venni egymdstol?
Feltételezziik, hogy a fiirdon kiviil mas dolgon nem kapnak &ssze reggelente.

21. A J = [8,15] intervallumon beliil gy szeretnénk kijelolni az I intervallumot, hogy ha véletleniil
raértlink J-re egy pontot, akkor 0,7 valoszinliséggel I-re essen. Adjunk meg ilyen I intervallumot.

Varhatoé érték

22. Egy jatékban a négy lehetséges kimenetel valoszinlisége rendre: P(A)=0,1, P(B)=0,2, P(C)=0,3,
P(D)=0,4. Az egyes A, B, C, D esetekben a jatékos nyereménye 1, -2, 3, -4 pont. Erdemes-e ebben a
jatékban részt venni?

23. Hatarozzuk meg a kockadobas varhat6 értékét.

24. Egy jatékban két jatékos jatszik egy hagyomanyos érmét feldobva. Ha fej, akkor A 10 eurdt fizet
B-nek, ha iras, akkor B fizet A-nak 8 eurdt. Mennyi a varhatd nyeremény a) A szempontjabol, b) B
szempontjabol?

25. Egy napon egy Otoslotto-szelvény ara 225 Ft volt. Az 6todik héten 1145 Ft-ot fizettek ki a
kettesekre, 17690 Ft-ot a harmasokra, 2 127 600 Ft-ot a négyesekre, és 675 millid volt a fonyeremény.
Megérte ezen a héten lottdzni?

26. Dani a didknapra egy egyszerli jatékot talalt ki. A jatékos dob egyet a hagyomanyos kockaval. Ha
Otost vagy hatost dob, akkor Dani fizet neki 6 jatékeurot. Mennyiért arulja Dani a jatékot, ha csak a
jaték kedvéért csindlja (hossza tdvon nem akar sem veszteséget, sem nyereséget)?

27. Egy jatékban a négy lehetséges kimenetel valdsziniisége: p1=0,4, p2 =0,3, p3 =0,2 ps=0,4. A
jatékos nyereménye 1, -2, 3, -4 pont lehet. a) Hozzarendelhetjiik-e ugy az egyes kimenetelekhez a
nyereményeket, hogy a jatékosnak megérje jatszani ezt a jatékot? b) Mennyi lehet a legnagyobb
varhatd nyeremény ebben a jatékban?



28. Egy tarsasjatékban a szabdlyos kockdval dobva 3 pontot kapunk, ha primet dobunk, 2 pontot
kapunk, ha Gsszetett szamot dobunk, és -5 pontot kapunk, ha mas dobunk. Véarhatéan hany pontot
szerziink egy forduléban?

29. Egy allithato dobokockéval dobva az 1-es, 2-es dobas valdszintiisége 0,1-a 0,1, a 3-as, 4-es dobas
valdszintisége 0,15-0,15 értékre van bedllitva, és az 5-0s, 6-os dobas valoszinlisége is ugyanaz.
Mennyi egy dobas varhat6 értéke?

30. Egy aruhdz a beérkezett arut visszatevéses mintavétellel vizsgalja meg, mieldtt atvenné. A
legutobbi 500 darabos széllitmanybol is ellendriztek 40 darabot (tapasztalatbol tudjak, hogy az
érkezett arubdl minden 25. hibas). Varhatoan mennyi hibas lesz a kivalasztott mintaban?

31. Egy kosarlabda-mérkozés lelkes kozonségét 623 férfi és 377 nd alkotja. A televizioban 20
alkalommal vagjak be véletlenszerlien a kdzonség egy-egy tagjat (egy fot akar tobbszor is). a) Mi a
valoszinlisége annak, hogy a 20 bejatszasbol 7 alkalommal mutatnak n6t? b) Mi varhato, hany férfi
fog feltinni a képernyon?

32. Hatarozzuk meg a 4-et az 50-b6l ,,hagyomanyos” lottojatékon varhato bevételt, ha egy szelvény
ara 2 euro, és telitalalatra 1000, 3-asra 500, 2-esre 50 euroét fizet.

33. Egy zacskoban 10 péksiitemény van, koziiliik 4 csokis, a tobbi lekvaros. Jani belenyul a zacskoba,
és kivesz 3 darabot. fgy gondolkodik: ,.a tizes boldogsagskalan 8, ha csak csokit vettem ki, 6, ha kettd
csokist, 5, ha egy csokist, és 2, ha az 0sszes kivett siitim lekvaros”. Hatdrozzuk meg Jani boldogsaga
mértékének a) varhatod értékét.

34. Balazs, latva Dani jatékanak sikerét, jovore egy masik, hasonlo jatékot akar szervezni a didknapra.
Danihoz hasonldan 2 jatékeuroért fogja arulni a jatékot, amint 6 eur6ot lehet nyerni. Baldzs szeretné,
ha jatékonkeént atlagosan 1 jatékeurd nyereséget hozna neki a jaték. Adjunk neki otletet, hogyan
alakitsa ki a szabalyokat: melyik dobott szdmokra fizessen nyereményt és melyekre ne?

35. Egy edzésre véletlenszeriien érkeznek a jatékosok. A késésért percenként 100 Ft a biintetés. Tud-
Juk, hogy fél 6ra a maximalis késés, azon beliil viszont barmennyi lehet, amit egész percre kerekitenek
(barmelyik érték egyforma esélyil). Mekkora 6sszegre szamithat hetente a klub, ha 24 jatékos ¢€s heti
Ot edzés van?

36. Két kockaval dobunk, és a kapott két szam Osszege (levonva beldle a beszalld 6sszege) lesz a
nyereményiink. a) Hany forintot kell fizetni partinként ahhoz (beszalld 6sszeg), hogy ez a jaték
1gazsagos legyen, azaz a nyeremény varhat6 értéke nulla legyen?

37. Egy dobozban 4 piros €s 2 sarga goly6 van. Visszatevés nélkiil hizunk addig, amig az elsd sarga
golyot kihtizzuk. A kisérlet kimenetele az ehhez sziikséges huizdsok szama. Abrazoljuk az igy
definialt valoszinliségi valtozé eloszlasat, illetve szamoljuk ki a varhat6 értékeét.

38. Egy dobozban 3 z6ld és 3 piros golyo van. A dobozbo6l csukott szemmel, visszatevés nélkiil
addig huzunk egymas utan golydkat, amig vagy a zdld vagy a piros golydk koziil kihuzzuk mind a
harmat. Hatarozza meg a sziikséges huizasok szamanak varhat6 értékét!

39. Egy kisérletben feldobnak két szabalyos dobokockat. A kisérlet kimenetele a két dobott érték
koziil a nem nagyobb. Hatdrozza meg a kisérlet kimenetelének varhato értékeét.



Feltételes valosziniiség

40. Annak a valésziniisége, hogy a telefonkdnyvbdl véletlenszertien kivalasztott személy 120 kilonal
tobbet nyom, meglehetdsen alacsony. Ha viszont tudjuk valahonnan, hogy az illetd testmagassaga
meghaladja a 185 centit, akkor ennek az eseménynek a valoszinlisége 1ényegesen nagyobb.

41. Ha két szabalyos kockat feldobunk, akkor a dupla hatos valdszintisége 1/36. Ha viszont valaki
elarulta, hogy a dobott szamok 0sszege nagyobb 10-nél, akkor ez a valdszintiség 1/3.

42. Egy négytagt csaladrol tudjuk, hogy a két gyerek kozott legalabb egy lany van. Mondjuk, 6 Anna.
Mennyi annak a valdszintisége, hogy Anna testvére fia? Valasz: 2/3. (Az életkor szerint rendezve a
LL, LF, FL lehetéségek vannak.) Es ha azt is tudjuk, hogy Anna az idésebb? Vélasz: Meglepd médon
mas eredményt kapunk: 1/2.

43. Az auldban 3 kavéautomatat allitottak fel. Egy nap atlagosan 25 hallgaté hasznalja az els6 gépet,
45 hallgaté a masodik gépet és 30 hallgatd iszik kavét a harmadikbol. Az els6é gép atlagosan 8-szor
dob ki iires poharat, a masodik atlagosan 5-szor nem tolti tele a poharat, a harmadik atlagosan 6-szor
taladagolja a cukrot. Minden mads esetben jol miikddnek a gépek. a) Mennyi az esélye annak, hogy
sikeriil j6 kavét innunk? b) Taldlomra vesziink egy kavét, ami nem j6. Mennyi az esélye, hogy tul
cukros?

44. Két szabalyos dobokockat feldobunk egyszerre. a) Mennyi az esélye annak, hogy a dobott szamok
kozott lesz az 5?7 b) Es ha tudjuk, hogy a dobott szamok 0sszege 8? Megoldas: a) 11/36; b) 2/5.

A feltételes valosziniiség definicioja

P(A|B) annak a valdszintiségét jelenti, hogy az A esemény bekdvetkezik, feltéve, hogy a B bekovet-
kezett.

Definicié: P(A|B) = % = PP(?BB)),
ha P(B) # 0 4 £

Szemléltetés halmazokkal: P(A|B) = szgf) -

P((3) __® e
P((2u3) @+@®3)

45. Egy lizemben villanykortéket gyartanak. Az elsd gép naponta 200-at, a masodik 150-et, a
harmadik 300-at. A gépek rendre 4%, 2% ¢€s 3% selejtet gyartanak. Az égdket a nap végén raktarba
viszik. Az éjszakai miiszak ellendrzi az izzokat oly modon, hogy egyet talalomra kivesznek. Mennyi
az esélye annak, hogy a kivalasztott izz6 a) vilagit; b) nem miikodik, feltéve, hogy az els6é gép
gyartotta; ¢) nem mukodik és az els6 vagy a masodik gép gyartotta?

46. Egyetemi hallgatok egy csoportjdban 10% a balkezes és 8% a rovidlato, kozottiik 2% balkezes és
rovidlatd is egyszerre. a) Mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy véletleniil valasztott balkezes
rovidlaté is? b) Mennyi a valoszinlisége annak, hogy egy véletleniil valasztott rovidlatd balkezes is?
c) A balkezesség ¢és a rovidlatas fiiggetlen tulajdonsagok-e az eldz6 valaszok alapjan?



47. Egy féiskolai évfolyam 30%-a fiu. A fitk 40%-a sportol rendszeresen, a lanyok 20%-a.

a) Mekkora a val6szinlisége annak, hogy taldlomra valasztva egy hallgatot, az sportold fiu legyen?
b) Mekkora a valészintisége annak, hogy talalomra valasztva egy hallgatot, az nem sportold lany
legyen? ¢) Mekkora a valosziniisége annak, hogy egy taladlomra valasztott hallgaté sportold legyen?
d) Mekkora a valdszintisége annak, hogy a sportolok kozott talalomra kivalasztott hallgato fia?

e) Milyen kapcsolat van a nem és a sportolds kdzott? (Vajon fiiggetlenek egymast6l? Ha nem, akkor
milyen fliggés van koztiik?)

48. A tébécé korai felismerésére alkalmazott rontgensziirésnél a tapasztalatok szerint hibak is eld-
fordulnak. A kezdeti allapotban a betegek koriilbeliil 10%-at nem veszi észre a teszt, mig kortilbeliil
20%-ben egyébként egészséges embernél is pozitiv eredmény (azaz valami gyanus folt a tiidon)
adodik. Tudjuk, hogy hazankban a tébécé eldfordulasa 0,3%. a) Egy pozitiv teszteredmény utan mi
az esélye, hogy tényleg tébécés az illetd? b) Ha negativ az eredmény, akkor mi az esélye, hogy
tébécés? ¢) Mindezek fényében vajon mire vald ez a teszt?

49. Egy iskola 11. évfolyaman 6t kiilonb6z6 nyelvet tanulnak, amihez egyéni valasztas szerint még a
latin tartozhat. A kdvetkezd tdblazatban lathatjuk, hanyan tanuljdk az egyes nyelveket. Minden tanulo
csak egy ugynevezett alapnyelvet (1asd a tablazat oszlopf6it) tanul, amihez a latint valaszthatja.

Nyelvek/ Latint Angol Francia Német Olasz Spanyol
is tanul 12 13 5 6 5
nem tanul 12 2 6 0 3

Szamolja ki annak a valészinliségét, hogy egy véletlenszerlien valasztott tanul6 a) angolul tanul,
b) aki angolul tanul, a latint is valasztotta, c) nem valasztotta a latint, d) akirdl tudjuk, hogy latint
tanul, az angolul is tanul!

50. Annak a valosziniisége, hogy egy véletlenszerlien kivalasztott didk szereti a kolat, 0,8, mig annak,
hogy a jeges teat szereti 0,6. Mindkét italt 0,5 eséllyel kedveli egy diak.

a) Ha egy didk szereti a kolat, akkor mi az esélye annak, hogy szereti a jeges teat is?

b) Mi az esélye annak, hogy egy didk pontosan az egyik italt szeresse

51. Kihtizunk a 10 goly6 koziil egymas utan harom golyot tigy, hogy a kihtizott golyot a kovetkezd
huzas eldtt mindig visszatessziik. Legyen az A esemény az, hogy a kihuzott harom goly6 koziil
pontosan kettd piros, a B esemény pedig az, hogy a kihtzott golydk kozott van piros.

Hatarozza meg a P(A|B) valdsziniiséget!

52. A sorsjegyek 40%-a kék, 60%-a zold. A kiilonb6zd szinii sorsjegyekhez tartoz6 nyeremények
aranyat mutatja a tablazat (példaul az sszes kék sorsjegynek a 35%-a targynyereményt nyer).

kék zo6ld
targynyereményt nyer 35% 40%
1000 Ft-os konyvutalvanyt nyer 20% 30%
5000 Ft-os konyvutalvanyt nyer 5% -
nem nyer 40% 30%

Véletlenszertien kivélasztunk egy sorsjegyet. Legyen az A esemény az, hogy ez a sorsjegy

targynyereményt nyer, a B esemény pedig az, hogy ez a sorsjegy kék.



b) Igazolja, hogy P(A) = 0,38. Szamitsa ki a P(B|A) feltételes valdszintiséget! Fiiggetlenek-e az A
¢s B események? b) Hatarozza meg az egy kék sorsjegyre esd nyeremény varhato értékét, ha a
targynyereményt 500 Ft-os értéken vessziik figyelembe!

53. Az iliveggyarbdl egy iizletbe nagy mennyiségben szallitottak kék és sarga szinli poharakat.
Rakodas kozben a kék poharak 7%-a, a sarga poharak 3%-a megrepedt. Az Gsszes pohar 5%-a
hasznalhatatlan lett.

a) A megrepedt poharak koziil véletlenszertien kivalasztunk egyet. Mennyi a valosziniisége, hogy kék
szinQi?

b) A poharak koziil véletlenszertien kivalasztunk 12 darabot. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a
kivalasztottak k6zott 3 darab repedt van?

Vegyes feladatok

54. Egy iizletbe harom termel6tdl 1200 kg krumplit szallitottak. A szallitott mennyiség hatodrésze az
els6, negyedrésze a masodik, mig a tobbi a harmadik termeldtdl szdrmazik. Az els6é termeld
krumplijanak az 6tode, a masodikének a harmada, a harmadikénak a fele elsd osztalyl. A raktarban
a harom helyr6l szarmaz6 arut Osszekeverik. a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy
véletlenszerlien kivalasztott krumpli elsd osztalyi? b) Mennyi annak a valosziniisége, hogy egy
véletlenszertien kivalasztott elsé osztalyu krumpli a masodik termel6tél szarmazik?

55. Hatarozza meg, mik a lehetséges kimenetelek a kovetkezo kisérletekben, és melyik milyen valo-
szinliségli. a) Egy jatékautomatanal a nyerés valosziniisége 0,2. Ot egymas utdni jatékban vizsgaljuk
a nyerések szamat. b) Hairom pénzérmét feldobva vizsgaljuk a fejek szamat.

56. Egy csomag (32 lapos) magyar kartyabol kihtiztunk egy lapot. Az A jelentse azt az eseményt,
hogy zdldet huztunk, a B azt az esemény, hogy kiralyt. Hatdrozzuk meg az A, a B az A+B és az AB
esemény valoszinliségét!

57. Egy urndban négy golyd van, melyek 1-t6l 4-ig meg vannak szamozva. Visszatevés nélkiil
kihtizunk két golyot. Jeldlje a kihtizott golyokra irt szamok Osszegét x. a) Milyen értékeket vehet fel
x, melyiket milyen valosziniiséggel? b) Hatdrozza meg az x valoszinliségi valtozo varhato értékét.

58. Két olyan dobdkockdval dobunk egyszerre, melyek mindegyikének egy oldaldra a 0-s, két
oldalara a 3-as és harom oldalara a 6-0s szamjegy van irva. a) Milyen értékeket vehet fel a dobott
szamok 0Osszege, melyiket milyen valdszinliséggel? b) Hatarozza meg a dobott szamok 6sszegének
varhat6 értékét.

59. Egy dobozban 1év6 50 golyo koziil 45 fekete és 5 piros. Talalomra kihuzunk a golydk koziil 5-6t.
Mennyi annak a valdszintisége, hogy kozottiik pontosan egy piros van?

60. Mielott felvételi vizsgara mentem, a tanarom azt mondta, hogy kb. 60% esélyem van hogy 15
pontos felvételit irok. A vizsgara késziiléskor 7 felvételi feladatsort oldottunk meg. Felteve, hogy a
tanaromnak igaza volt, mennyi a valdszintisége annak, hogy 15 pontot irtam a) mind a 7 feladatsoron;
b) a 7-bdl pontosan 6 feladatsoron; ¢) a 7-bél pontosan 5 feladatsoron?

61. Egy tizemben 500 elkésziilt munkadarab koziil 10 selejtes. A mindség-ellendrzés soran taldlomra
kivesznek az 500 koziil 20-at. Mekkora valdszintiséggel van ezek kozott a) 0; b) 3; ¢) 5 selejtes?



62. Egy talban koriilbeliill 120 szem cseresznye van, kozottik 5% kukacos. Andrea egy marek
cseresznyét (10 szem) kivesz a talbol. a) Mekkora a valdszintisége, hogy nincs kozottiik kukacos?
b) Mekkora a valoszintisége, hogy Andrea az 6sszes kukacos cseresznyét kivette a talbol?

c) Ha Andrea csereszny¢i kozott nem volt kukacos, akkor mennyi annak a valosziniisége, hogy az
occse altal kimarkolt 10 szem kozott sem lesz?

63. A Budapest-Kecskemét tdvolsagi buszjarat menetideje 85 perc, ebbdl 15 percet Budapest, 5 percet
Kecskemét belteriiletén megy a busz. Mennyi a valoszinlisége egy véletlenszerli baleset esetén, hogy
az a) Budapesten kovetkezik be, b) Kecskeméthez (idében) kdzelebb kovetkezik be?

64. Két j6 barat mindig délutan 3 és 5 kozott megy a kdnyvtarba, ahol fél orat téltenek. Az érkezésiik
kiilon-kiilon egyenletesen véletlenszeri 3 ora és 5 6ra kozott. Mekkora eséllyel taldlkoznak, azaz
mekkora a valoszinlisége, hogy lesz olyan pillanat, amikor egyiitt vannak a konyvtarban?

65. Egy ismeretlen varosban metrora varakozunk a peronon mozdulatlanul. Befut a szerelvény.
Mekkora annak a valosziniisége, hogy nem kell se jobbra, se balra elmozdulnunk, hanem egyenesen
beszallhatunk a szerelvénybe? A metrdajtok szélessége 1,3 méter, két szomszédos ajté kozott 3,5
méter a tavolsag, mi pedig 0,5 méter szélesek vagyunk.

66. Egy gyar a beszallitojatol 600 darab terméket rendelt. A gyar csak akkor veszi at a 600 darabot,
ha egy visszatevés nélkiili mintavétellel ad6do 15 elemi mintaban egyetlen hibés termék sincs. Ha a
600 termék kozott 6 hibas van, akkor mennyi annak a valosziniisége, hogy a mintavétel utdn a gyar
atveszi a termékeket?

67.

Egy szamitogépes jatékban egy kor alakl tartomany az abra szerint harom

résztartomanyra van felosztva (4, B, C). Barmely két tartomany kozott egy

atjaro van (az abran szaggatott vonallal jeldlve).

A tartomanyok kozotti atjarok mindegyike a tobbitol fiiggetlentil p

valoszintiséggel van nyitva (0 <p < 1). Egyik tartomanybdl a masikba csak

nyitott atjaron (vagy atjarokon) keresztiil lehet eljutni.

Legyen az Eo esemény az, hogy az 4 tartomanybol nem lehet masik tartomanyba

eljutni.

a) Mutassa meg, hogy az £y esemény valosziniisége 1 — 2p +p? .

b) Hogyan kell megvalasztani a p értékét ugy, hogy az Fy esemény valoszinlisége legfeljebb 0,01
legyen?

Legyen az E esemény az, hogy az 4 tartomanybol pontosan egy masik tartomanyba lehet eljutni, az £>

esemény pedig az, hogy az 4 tartomanybol mindkét masik tartomanyba el lehet jutni (nem feltétlentil

koézvetleniil).

¢) Igazolja, hogy az E| esemény valdszinlisége 2p — 4p? + 2p3, az E; esemény valoszinlisége pedig
3p? - 2pd.

d) Hatarozza meg a p valoszinliség értékét tigy, hogy az E1 esemény valosziniisége a lehetd legnagyobb
legyen, majd szamitsa ki ekkor az £ esemény valoszintiségét!

68. Egy cég reklamja szerint a termékeik legfeljebb 0,5%-a lehet hibas. A mindséget visszatevéssel
eléallitott 15 elemii minta alapjan ellendrizték, amelyben 2-szer fordult eld hibés termék. Tegyiik fel,
hogy a cég termékeinek pontosan 0,5%-a hibas! Igazolja, hogy ekkor 1%-ndl kisebb annak a
valdszinlisége, hogy a cég termékei koziil visszatevéssel eldallitott 15 elemii mintdban legaldbb 2-
szer fordul eld hibas termék!



69. Egy nyari fesztivalon a résztvevok a ,,Szerencsekerekek” nevii jatékkal tehetik probara a
szerencséjiiket. Egy jaték soran a jatékosnak két kereket kell kiilon-kiilon megforgatnia. A kerekek a
forgatas utan véletlenszertien allnak meg valamelyik szdmnal. (Az azonos keréken 1év6 korcikkek
kozépponti szoge egyenld, a kilenc korcikk mindegyikén van egy-egy szam, a 100, a 200 vagy a 800.)
A forgatas eldtt egy jatékéit 200 forintot kell fizetni. Ha a forgatas utan a két kerék ugyanannal a
szamnal all meg, akkor annyi forintot kap nyereményként a jatékos, amennyi a két szam 6sszege. (Ha
példaul az abran lathatdé modon mindkét kerék a 200-as feliratnal all meg, akkor 200 + 200 = 400
forintot kap a jatékos.) Ha a két kerék két kiilonb6zo szamnal all meg, akkor a jatékos nem kap pénzt.

1. kerék 2. kerék

Gl (N7
(N NG

\ \

a) Mennyi a valdszinlisége annak, hogy 10 jaték soran az l. kerék pontosan négyszer all meg 100-as
szamnal?

Egy jatékot jatszva a két kerékkel, a nyereménynek ¢és a jaték aranak kiilonbsége a jatékos nyeresége.
b) Egy jatékot jatszva mennyi a nyereség varhato értéke?

Ha a két keréken forgatott szamok 6sszege 1000, ezt ,,bingdnak™ nevezik. Ha bingot ér el egy jatékos,
akkor valaszthat egy zeneszdmot a fesztivalsatorban.

c) Igazolja, hogy a bing6 forgatdsadnak valdszintisége 0,2.

d) Hanyszor kell jatszani ahhoz, hogy legalabb 95% legyen annak a valdszintisége, hogy egy jatékos
legalabb egyszer bingdt forgasson?

70. Egy napelemes akkumulatortoltoket gyarto cég termékei kozii
vizsgaltak. A vizsgalat végeredményét (a 24 darabra vonatkozodar

szemlélteti.

A részletesebb vizsgalatok szerint a cég altal gyartott toltok 90 szdzaléka legalabb 50 honap
¢lettartaml (ezt tekinthetjiik ugy, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott tolt6 0,9 valoszinliséggel
legalabb 50 honap élettartaml).

a) Mekkora a valoszinlisége annak, hogy egy szakboltba kiszallitott 20 darab t61té kozott legfeljebb
kettd olyan talalhatd, amelynek az élettartama 50 honapnal kevesebb?

Ismert az is, hogy 0,75 annak a valdszinilisége, hogy 6t darab véletlenszeriien kivalasztott
toltd mindegyikének élettartama 55 honapnal kevesebb.

b) Mekkora a valdszinlisége annak, hogy egy darab véletlenszerlien kivalasztott t6ltd
¢lettartama legalabb 55 honap?

71. Egy gyakorlott gépirond a tapasztalatok szerint Otszaz karakterbdl atlagosan egynél hibazik (ezt
tekinthetjiik Gigy, hogy minden egyes karaktert 1/500 valdszintiséggel ir le hibasan). Egy gépelt oldal
kb. 2000 karaktert tartalmaz. b) Igazolja, hogy a gépirond kortilbeliil 0,0182 valdsziniiséggel gépel le
hibatlanul egy teljes oldalt! c¢) Ha a gépirondnek egy 150 oldalas szoveget kell legépelnie, akkor
mennyi annak a valdsziniisége, hogy a legépelt szovegnek lesz legalabb két hibatlan oldala?



72. Egy kaszinbban magyar kartyaval jatszanak egy szerencsejatékot. A jatékos a 32 lapos kartyabol
véletlenszerlien kivalaszt egyet, annak szinét (tok, zold, makk vagy piros) feljegyzik, majd a kiva-
lasztott kartyat visszateszik a pakliba, megkeverik, s a jatékos ujra kivalaszt egy lapot. Ennek a szinét
is feljegyzik, visszateszik, ismét megkeverik, ezutan a jatékos uja hiz egy lapot, és igy tovabb,
mindezt 0sszesen 5-szOr. Ha az 6t feljegyzett szin kozott legalabb kétszer szerepel a piros, akkor a
jatékos nyert, ellenkez6 esetben veszitett. Mekkora a nyerés valdszintisége?

73. A BKV megfigyelései alapjan az utasoknak kb. 8%-a bliccel, azaz érvényes jegy vagy bérlet
nélkiil utazik a jaratokon. Egy buszon 24 utas tartdzkodott. Mekkora annak a valoszinlisége, hogy két
blicceldt talal az ellendr?

74. Egy pénziigyi befektet6 cég harom cégbe fekteti pénzét, melyek rendre 0,19, 0,25, illetve 0,28
valoszintiséggel mennek csOdbe az elkovetkezd 6t évben. Annak a valoszinlisége, hogy az elsd és a
masodik cég is csddbe megy 0, 05, hogy az elsé és a harmadik is csédbe megy 0,1, mig hogy a
masodik és a harmadik is becsddiil annak is 0,1. Annak az esélye, hogy mindharom cég becsodiil 2%.
Mennyi a valoszinlisége, hogy (a) az els6 vagy a masodik cég csddbe megy? (b) egyik cég sem megy
cs6dbe?

75. Egy dobozban 3 goly6 van: piros, fehér és zold. 5-sz6r huzunk visszatevéssel. Feltéve, hogy
fehéret és zoldet is htizunk legalabb kétszer, mennyi annak a valoszintisége, hogy egyszer sem htizunk
pirosat?

76. Egy 4 egység oldali négyzet kozéppontja A, egyik oldalanak felezOpontja B. Véletlenszerlien
kivalasztjuk a négyzet egy az AB egyenesére nem illeszked6 C pontjat. Mekkora annak a
valosziniisége, hogy az ABC haromszog a) tompaszogl;

77. Az x?> + bx + 4 = 0 egyenletben a b paraméter értékét véletlenszerfien vélasztjuk a [-6; 6]
intervallumbol. Mekkora a valdszinlisége annak, hogy legfeljebb egy valés gyodke lesz az
egyenletnek?

78. Pal és Judit talalkozot beszélnek meg este 7 és €l nyolc kozott. Mivel tomegkdzlekedési eszkdzzel
utaznak, bizonytalan az érkezésiik. Judit 5 percet hajlandé varni Palra, mig Pal 10 percet Juditra.
Mekkora valdszintiséggel sikertl talalkozniuk?

79. Egy évfolyamdolgozat egyik feladataban o6t feleletvalasztos kérdésben kellett négy-négy
vélaszlehetdség koziil az egyetlen helyeset kivalasztani. Amikor Domonkos elolvasta a kérdéseket,
akkor latta, hogy az els6é két kérdésre biztosan tudja a helyes valaszt (ezeket be is jeloli majd), a
harmadik és negyedik kérdésnél egy-egy valaszlehetdségrol, az 6todik kérdésnél pedig két
valaszlehetdségrdl tudta biztosan, hogy azok rosszak. Ezért tigy dontott. hogy az utolsd6 harom
kérdésnél tippelni fog: véletlenszerlien véalaszt azon valaszlehetdségek koziil, amelyekrdl nem tudja
biztosan, hogy rosszak.

Hatarozza meg Domonkos helyes valaszai szamanak véarhato értékét.

80. Hét torpe koziil Hofehérke leiiltet 6t6t egy kor alakt asztalhoz. Tegyiik fel, hogy az Osszes
lehetséges elrendezés egyforman valoszinii. Mennyi a valdsziniisége, hogy Morg6 és Kuka nem kertil
egymas mellé?

81. Péter és Pal a kovetkezd jatékot jatszak. Péter egy pénzérmével legfeljebb 3 dobhat. A jaték akkor
ér véget, ha valamelyik dobéasnal Péter fejet dob. Ha az 1., 2., 3. Dobasnal sikeriilt fejet dobnia, akkor
a nyereményei rendre 16000, 8000, 4000 Ft. Ha a harmadikra sem sikeriil fejet dobnia, akkor Pal
76800 forintot kap Pétertdl. Kinek kedveznek a jaték feltételei?



82. Egy hatf6s barati tarsasag, Attila, Boroka, Csaba, Déra, Emil és Fanni harom csapatot alkot.
Mindhérom csapat 2 tagu, és mind a hatan pontosan egy csapatnak lesznek a tagjai.

a) Igazolja, hogy 15 kiilonbozd lehetdség van a harom csapat kialakitasara! (Két lehetdség kiilonbozo,
ha van olyan tag, akinek az egyik esetben mds a csapattarsa, mint a masikban.)

b) Ha véletlenszerien (példdul sorsoldssal) hozzak létre a harom csapatot, akkor mennyi a
valoszinlisége annak, hogy mindharom csapatba egy fiu és egy lany kertil?

Végiil Attila Borokaval, Csaba Doraval, Emil pedig Fannival keriilt egy csapatba. A harom csapat
tagjai egyéni asztalitenisz mérkdzéseket jatszanak. Mindhdrom csapat mindkét tagja egyszer jatszik
a masik két csapat mindkét tagjaval. (Az egy csapatba tartozok nem jatszanak egymas ellen.) Az
egyes mérkdzéseket egymas utan bonyolitjak le. Az egyik mérkdzés utan Attila megfigyelte, hogy a
tobbi 6t jatékos mind kiilonb6z6 szamu mérkdzést jatszott eddig.

c) Hany mérkdzést jatszott eddig Bordka?

83. Egy 10 cm sugart céltablat koncentrikus korokkel 6t részre akarunk osztani tigy, hogy az egyes
részek eltaldlasanak valoszinlisége ugyanakkora legyen. (A talalat helye véletlenszer(i.) Hogyan
valasszuk meg a korok sugarait?

84. A [0; 11 intervallumon egymastol fiiggetleniil kijeloliink két pontot. Ezek az intervallumot harom

részre osztjak. Mennyi a valoszinlisége, hogy az igy keletkez0 hirom szakaszbdl haromszog
szerkeszthetd?

VII. Statisztika

L.

1. Egy osztaly tanuloi két ak rontott egy jegyet, a tobbiek jegye valtozatlan maradt.
csoportban tanuljak a matematikat. Melyik csoport ért el jobb atlagot az év végén?
A két csoport didkjainak félévi 6
osztalyzatait szemlélteti az oszlop-
diagram. 5
a) Szamitsa ki az osztalyatlagot, a 4
jegyek medianjat, moduszat és [ 1-csoport
szOrasat! 3 [l 2 csoport
b) Ev végére az 1. csoportban 2 diak 2+
egy-egy jegyet, egy didk két jegyet
javitott, a tobbiek jegye valtozatlan 1
maradt. A 2. csoportban ugyancsak I
2 didk javitott egy-egy jegyet, 1 di- .

l-es 2 es 3-as 4-e5 Sz

2. Egy 80 lakasos tarsashazban a lakasok alaptertilete a kovetkezd eloszlasu:

Alapteriilet (mz) 351501 62| 66 | 70 | 73
Darabszam 1012214 | 11 8 15




a) Szamolja ki a kiilonboz6 alapteriiletii lakasok relativ gyakorisagat! b) Abrazolja kordiagramon az
eloszlast! ¢c) Mennyi az 6sszes lakas alapteriileteinek szamtani kézepe? d) Mennyi a méduszuk?

e) Mennyi a medianjuk? f) Melyik k6zép milyen kérdés megvalaszolasdhoz lenne megfeleld infor-
macio?

3. Egy cégnél a dolgozdk idegennyelv-ismerete szerint a kdvetkezd 1étszamokat adtak meg:

Idegennyelv ismeret 2014-ben (f6) | 2024-ben
(f5)
Nyelvvizsgdja van 8 32
Jol tud hasznalni egy idegen 12 18
nyelvet, de nincs
nyelvvizsgéja
Nincs idegennyelv-ismerete 86 16

a) Az egyes csoportoknak milyen a szazalékos megoszlasa? b) Abrazolja oszlopdiagramon kozos
koordinata-rendszerben a két év szazalékos megoszlasat! c) Milyen tendencidk figyelheték meg tiz
év elteltével?

4. Egy korhazban megkérdezték a sziv- €s érrendszeri problémakkal bekeriilt betegeket héaziallat-
tartasi szokasaikrol. Kidertilt, hogy 70 %-uknak van kutyéja. Levonhatd-e az a kovetkeztetés, hogy a
kutyatartas noveli a sziv- és érrendszeri megbetegedések kockézatat? Valaszat konkrét szampél-
déakkal tAmassza al!

5. A kovetkezo tablazatot egy biztositd tarsasag készitette. Azt probaltal felmérni, hogy a baleseti
bejelentések hogyan oszlanak meg a balesetet el6idéz6 vezetdk kora szerint. Ebbdl azt a kovetkezte-
tést vontak le, hogy a fiatalok a legbiztonsagosabb vezetok.

Kor 17-20 21-60 61 év
év év felett Mi a véleménye err6l? Mit kellene még tudni
Gyakorisag | 325 4788 1076 barmilyen kovetkeztetés levonasahoz?

6. 100 és 200 kozott a kovetkezd primszamok talalhatok: 101, 103, 107,109, 113,127, 131, 137, 139,
149,151, 157,163,167, 173,179, 181, 191, 193, 197, 199. a) Hany szam keriil az egyes csoportokba,
ha tizes oszlopszélességeket valasztunk? b) Mennyi a csoportokba sorolt értékek atlaga, modusza,
medianja, szordsa?

II.

7. Egy gimnazium 12. évfolyamanak harom osztdlydban a tanév sordn irattak egy probaérettségi
dolgozatot matematikabol emelt- és kdzEép szinten egyarant. Ennek eredményét mutatjak az alabbi
tablazatok.
A osztaly B osztaly C osztaly
osztalyzat| 1 |2 |3 |4 |5 11213 |4]|5 1|23 |45
emeltszint | 1 | 2|3 | 4|3 of1(z|5|2 D|o| 3|8

kizépszint | 0| 2| 2| 4|5 D166 ]4]4 Dpz2(3|64

a) Szamitsa ki az osztalyatlagok atlagat, valamint az évfolyamatlagot. Mi az oka e két atlag eltéré-
sének? b) Hatdrozza meg az évfolyamon kiilon-kiilon az egyes szinteken sziiletett osztalyzatok



medianjat és moduszat! ¢) Az A osztalybol 2, a B-bol pedig egy tanul6 hidnyzott a dolgozatiraskor.
Ok (mindharman kozép szinten) késSbb irtdk meg; az A osztaly két tanuloja ugyanazt az eredményt,
a B osztaly tanuloja pedig naluk eggyel jobb osztalyzatot szerzett. Legfeljebb mennyivel valtozhatott
igy a kdzépszintii évfolyamatlag?

8. Egy gimnazium harom végzds osztalyanak évben végzett didkok hany %-a kezdi meg
tovabbtanulasi statisztikajat szemlélteti az tanulmanyait kozgazdasagi vonalon?
alabbi tablazat. a) A végzos didkok hany %-a A | By oS
folytathatja tanulmanyait felsdoktatasi intéz- lotsz: | létsz: | letsz.:
ményben? b) Szemléltesse oszlopdiagramon 36fo | 32fo | 30fd
osztalyonként a felvételizok és felvettek Felvetelinok 2k | 12 12 8
megoszlasat! ¢) A felvételizd lanyok 50%-a ldnyok | 18 16 16
kozgazdasagi vonalon szeretett volna tovabb Felvettek Sfistk 7 10 6
tanulni, ezek 60%-at vették fel. A felvételizd Idnpok | 16 12 14

fiok 75%-a akart kozgazdasagi vonalon tovabb
tanulni, és ezek 75%-at vették fel. Az adott

9. a) Egy iskola harom érettségizé osztalyaba rendre 29; 33 és 22 tanul6 van. Az egyes osztalyok
matematika érettségi dolgozatainak az atlaga rendre 3,6; 3,82 és 3,3. a) Mennyi az iskola matematika
érettségi atlaga? b) Az évfolyam angol fakultacios csoportja korabban irt egy tesztet angolbdl. E
didkok tesztjei kdzott szerepelt egy 62 pontos is. A csoport 4tlaga 56 pont lett. Ha azonban a 62 pontos
dolgozatot kihagyjuk a csoportbol, akkor az atlag 55 pontra csokkenne. Hany didk van ebben a
csoportban? ¢) Az angol fakultacios csoport eldbbi tesztjei kozott a legkevesebb pontot érd dolgozat
(melybdl csak egy volt) 34 pontot ért. Legfeljebb hany pontos lehetett a legjobban sikeriilt dolgozat?

10. Egy 2400 lakosu kozség lakdinak nemek
szerinti megoszlasat mutatja az aldbbi
kordiagram. A felnétt lakosok 54%-a nd.

a) Hany férfi nemi lakosa van a kdzségnek?
b) Egy év mulva 128 lany és 98 fil betoltotte
18. életévét. Sziiletett 46 it és 56 lany.
Ugyanakkor az el6z6 évi felndtt lakossag 7%-
a clhalalozott, kozottiik 34 volt a no.
Abrazolja oszlopdiagramon a varos lakossa-
ganak nemek és korosztaly szerinti
megoszlasat ebben az évben.

didkonkormanyzatnak ajanlottak
11. Egy iskola egy-egy 9. és 10. osztalya almaszedésen vett fel. Mennyi a diakok egy fore
részt egy almatermesztd gazdasagban. Haromféle almat szedtek  jutd atlagjovedeleme?
a didkok. A tablazat a tanuldk altal szedett almak mennyiségét

tartalmazza laddkban mérve (tehat pl. a 9. osztaly 13 fitja 5 b 3
jonatanbodl 12 ladaval, mig idaredbol 17 ladaval szedett). H 5 -§
a) Atlagosan hany ladat szedett egy fiq, ill. egy lany? b) Az = mak a3y 12 | 14 | 17
Osszes leszedett almanak hany %-at szedték a fiuk? B

r , . . ., , cnlanyok (14) 11 13 14
c) Abrazolja oszlopdiagramon az egyes almafajtakbol szedett T - -
mennyiségeket! d) A jonatanért 1440 Ft-ot, a goldenért 1880 5 mkan 13 115 |16
Ft-ot, az idaredért pedig 1620 Ft-ot fizetett a gazdasag Stmyek 17) 16 | 16 | 20

ladanként. A didkok teljes keresetiik 15%-at az iskolai

12. a) Adja meg grafikus formaban az aldbbi tdblazat alapjan az 6t év inflacios adatait!
b) Mekkora inflacié volt az 6t év alatt? ¢c) Mennyi az évenkénti atlagos inflacio?



Ev A fogyaszt6i ar valtozasa %-ban az el6z6 évihez képest
(az eldz6 évi a 100%)
2020 114,3
2021 110,0
2022 109,8
2023 109,2
2024 105,3

13. Magyarorszagon a fobb vallalkozasi formak szazal¢kos megoszlasa 2015-ben ¢s 2021-ben a
tablazat szerint alakult. a) Abrazolja az adatokat oszlopdiagramon k6zos koordinata-rendszerben! b)
Ha tudjuk, hogy 2021-ben 36 %-kal tobb vallalkozas volt, mint 2015-ben, akkor hany szazalékkal

ndtt vagy csokkent az egyes vallalkozasi formdk szdma a hat év alatt?

Villalkozasi 2015-ben (%) | 2021-ben (%)
forma
Kft. 14 18
Bt. 13 21
Egyéni vallalkozok 69 56
Egyéb 4 5

14. Egy korhdz sziilészetén a tavalyi évben 111

baba sziiletett. A sziiletési tomegiiket osztalyokba Sziiletési tomeg | A babak szama
soroltak, amelyet a kovetkezd tablazat ad meg. (2)
a) Abrazolja oszlopdiagrammal az eloszlast! 1000-1500 2
b) Hatdrozzon meg legaldbb két valamilyen 1501-2000 4
értelemben atlagos jellemzének mondhat6 sziiletési 2001-2500 10
tomeget! c¢) Tegyen fel olyan kérdést, amelyre a b)- 2501-3000 25
ben megadott valamelyik kozépérték segitségével 3001-3500 30
lehet valaszolni! d) Mekkora a szoras? e) Mennyire 3501-4000 26
valoszinli az adatok alapjan, hogy egy baba 4001-4500 10
legalabb 3 kg-mal sziiletik? f) Mit gondol, milyen 4501-5000 4
aranyu lehet a korasziiletés szazalékban kifejezve,
ha az id6ben sziiletett gyerekek tomege ritkan van 2
kg alatt?
15. Negyven egyetemi hallgaté testsulyat az alabbi tdblazat mutatja:
Tomeg (kg) | 53-56 | 57-60 | 61-64 | 65-68 69-72 | 73-76 77-80
Gyakorisag 2 3 4 11 9 6 5

a) Készitsen hisztogramot az adatokhoz! b) Szamitsuk ki a negyven didk atlagos testsulyat!
c) Mekkora a becsiilt szoras? Mekkora a relativ szoras (azaz a szorés €s az atlag hanyadosa)?

16. Egy miiveltségi teszten elérhetd maximalis pontszam 10. A tesztet 26-an irtak meg a kovetkezd

eredménnyel.

Pontszam

3

4

6

7

8

9

10

Gyakorisag

6

3

1

2

0

5

5

a) Szamolja ki a szdmtani kozepet, a mediant €s a mdoduszt. b) A tanar gratulalt az osztalynak, hogy
tobb mint a haromnegyed az atlag f6l6tt volt. Melyik atlagra gondolt? ¢) Mekkora az eredmények
szorasa ¢€s relativ szorasa? d) Az el6z6 kérdésekre adott valaszok alapjan roviden értékelje az osztaly
teljesitményét.



17. Két osztalyban megirjak ugyanazt a matematikafelmérét. Az egyikben a maximalis 100-bol 64
pont az atlagos teljesitmény, mig 59 pont a median, a masikban 52 pont az atlag és 57 a medidn. A
szoras az elsO esetben 12, a masikban csak 10. Tudjuk még, hogy az els6 osztaly 25 f6s, a masodik
pedig 32 f0s. a) Meg lehet-e mondani a két osztaly kozos atlagat, illetve medianjat? b) Hasonlitsa
Ossze a két osztaly teljesitményét a fenti adatok alapjan!

18. Harom iskola diakjai irjak meg ugyanazt a feladatsort. Az egyes iskolak didkjainak atlagos
teljesitménye rendre 63%, 48%, illetve 72% volt. Az egyes iskolakbol 23, 30 illetve 15 tanul6 vett
részt. a) Hany szazalékos az 6sszes tanul6 teljesitménye?

I11.
19. Két faluban (A-ban és B- jogosultak kb. 82%-a, a B faluban a szavazasra jogosultak
ben) népszavazast tartottak arrol, kb. 72%-a vett részt a szavazason. A két falu dsszes
hogy a két falut 6sszeko6td uton szavazasra jogosultjainak kb. hany %-a tartozkodott?
megeépitsék-e a szemétlerakod
telepet. Az A faluban 1266-an A" fulu "B falu

szavaztak, a B faluban 2616 volt
a szavazok szama. E
népszavazas eredményét
szemlélteti az alabbi két kor-
diagram.

a) Abrazolja egy
oszlopdiagramon a szavazas
Osszesitett végeredményét! b)
Az A faluban a szavazasra

20. A digitalis mobilszolgaltatok piaci részesedése az aktiv eldfizetésekhez viszonyitva a kovetkezd:
I. szolgaltato 40,14%, II. szolgaltatd 6,82%, III. szolgéltatd 52,94%. a) Szemléltesse a piaci
részesedést oszlopdiagramon! b) Igaz-e, hogy Magyarorszagon a lakossag tobb mint a felének az III.
szolgaltato a mobilszolgaltatdja? c) Ha ebben az idében 2,2 milli6 mobil-eldfizetd volt, akkor
szazezerre kerekitve hany 0j eléfizetét kell szereznie az I. szolgaltatonak, hogy utolérje az IIL
szolgaltatot, feltéve, hogy az ez alatt nem terjeszkedik? d) Az adatok alapjan mekkora az esélye, hogy
egy véletlenszerlien valasztott magyar lakosnak az III. szolgaltatonal van eléfizetése?

21. A kovetkezd tablazat a magyar haztartasok kiadasait tartalmazza fécsoportok szerint egy adott
évben.

Kiadasi fécsoport %-ban Koérdiagramon mekkora kdzépponti
sz0g tartozna hozza?

Elelmiszer 18

Elvezeti cikkek 8

Ruhézkodasi cikkek 6

Futés 8

Tartos fogyasztasi cikkek 4

Egyéb iparcikkek 54°

Szolgaltatas

a) Toltse ki a tablazat hidnyz6 adatait! b) Abrazolja kordiagramon a tablazat adatait! ¢) Tudjuk, hogy
2002-re az inflacio, illetve az arak valtozasai miatt a fiitésre forditott koltség aranya koriilbeliil
megkétszerezddott, €s a szolgaltatasok koltsége is 10 %-kal tobb lett. Ha feltessziik, hogy a tobbi
fécsoport egymashoz viszonyitott aranya nem valtozott, akkor az 0j informéciok szerint hogy néz ki
a kiadasi tablazat %-os oszlopa?



22. Egy adott évben, a statisztikai adatok szerint 20%-kal nétt a kozuti forgalomban részt vevd
gépjarmiivek szdma, kozli az egyik napilap. A hirlapird ebbdl arra kovetkeztet, hogy gazdagodnak a
csaladok, hiszen 20%-kal tobb gépkocsi fut az utakon. a) Mutasson konkrét szampéldat, amely szerint
a személygépkocsik szama 10%-kal csokkent, mégis a kdzuti forgalomban részt vevo gépjarmiivek
szdma 20%-kal nott!

Harom nagy osztaly soroltuk a kozati jarmuiveket: személygépkocsik, autobuszok ¢€s tehergépkocsik
(beleértve a kamionokat és minden szallit6 jarmiivet). Az el6z6 évbeli forgalombol valo részesedéstik
a kovetkezd: autdbusz 8%, teherautd 28%, személyautdé 64%. b) Mennyivel valtozott a
személygépkocsik szama egy év alatt, ha tudjuk, hogy a tehergépkocsik szama 38%-kal novekedett,
mig az autdbuszoké csak 5%-kal?

Kvartilisek

maximum

Q,
Q,=M
Q,

minimum

l
MM

S N N
az adatok kb. az adatok kb.  az adatok kb.  az adatok kb.
25%-a 25%-a 25%-a 25%-a

— B —
" —~

50% 50%

Qo a az adatsokasag minimuma.

Q, az els6 és masodik negyedet elvalasztd szam, tehat az adatoknak koriilbeliil a 25%-a kisebb ¢és
koriilbeliil a 75%-a nagyobb nala. Alsé kvartilisnak hivjuk, de szokas els6 kvartilisnek is nevezni.
Q, a masodik és a harmadik részt valasztja el, vagyis az adatoknak koriilbeliil az 50%-a kisebb és
kortilbeliil 50%-a nagyobb nala. Megfelezi az adatokat. Ezt mar ismerjiik, itt kozEépso kvartilis a neve,
de valdjéban ez a median.

Q; a harmadik ¢és a negyedik negyedet valasztja el, az adatoknak koriilbeliil a 75%-a kisebb és
koriilbeliil 25%-a nagyobb nala. Felsd kvartilisnek hivjuk, de szokas harmadik kvartilisnek is nevezni.
Q, az adathalmaz maximuma.

23. Hatarozzuk meg a kovetkezd adatsokasagok kvartiliseit!
a) 11, 23,9, 15, 20, 21, 21, 17, 13, 11, 16, 25

b) 11, 23,9, 15, 20, 21, 21, 17, 13, 11, 16, 25, 22
c)11,23,9,15, 20, 21,21, 17, 13, 11, 16, 25, 22, 12
d)11,23,9,15,20,21,21,17,13, 11, 16, 25, 22, 12, 14



a minta alsé negyede

A dobozdiagram

a minta kozépsé fele

<
%

»

> a minta felsé negyede

F 3

|

minimum

A

A

»
P

interkvartilis terjedelem

N

d

|

maximum

v

A

a minta also fele medidn a minta felsé fele

-

A

24. Hatdrozzuk meg az oszlop diagrammal
megadott adatok kvartiliseit. A vizszintes
tengelyen az adat fajtakat, a fliggélegesen pedig
az abszolut gyakorisagokat abrazoltuk.

25. Készitsiik el a kovetkezé adat sokasidghoz

tartozé doboz diagramot:
9,11,11, 13,15, 16, 17, 20, 21, 23, 25 1 1 1

[ I L = A T |

abszol(t gyakorisig

=y

<

3 4 5 6 7 8 9 10 N
adatfajtak

1 2

26. Hatarozzuk meg a dobozdiagram alapjan a sokasag kvartiliseit, terjedelmét, interkvartilis

terjedelmét.

27. Az alabbi tabldzat egy osztdly diakjainak az egyhavi zsebpénzét mutatja, az elsé sor az
adatfajtdkat, a masodik sor pedig az abszolut gyakorisagukat.

X (F) 1000 4000 10000 | 12000 | 13000 | 15000 | 22000 | 25000
k, (db) 1 4 5 7 4 2 1 1

¢) Szamitsuk ki az adathalmaz kvartiliseit!
d) Abrazoljuk az adatokat dobozdiagram
segitségével!

a) Hanyan jarnak az osztalyba?
b) Abrazoljuk az adatok eloszlasat
oszlopdiagramon!



28. Az alabbi fiiggdlegesen s Sl
elhelyezett dobozdiagramok egy ke
orszag harom szektoraban dolgozok
éves keresetét mutatjak dollarban. Az
elso a koztisztviselok, a masodik a
bankszektor, a harmadik a fizikai
dolgozok éves bérét abrazolja. 300 000
a) Melyik szektorban a legmagasabb, T J_
¢s hol a legalacsonyabb az
atlagjovedelem?

b) Melyik szektorban tapasztalunk a J_
medidan értékénél joval magasabb 100 000
jovedelmeket?

400 000

200 000

0

koztisztviselok bankszektor fizikai dolgozok

c) Igaz vagy hamis?

I: A diagramok alapjan megallapithatjuk, hogy a fizikai dolgozdknal a maximalis jovedelem nem éri
el a bankszektorban elérhetd minimalis jovedelmet.

II: A kozszféra medianja kevesebb, mint a bankszektor minimuma.

29. Egy 30 f6s osztaly két matematikadolgozatanak eredményei lathatok a tdblazatban. Hatdrozzuk
meg a két dolgozatban az osztalyzatok
a) moduszat, medianjat és az atlagat;

b) az als6 és a felso kvartilis értékeket! Osztalyzat | L (db) | IL (db)
c¢) Szamoljuk ki a két dolgozat jegyeinek egyesitésével kapott 5 6 7
osztalyéatlagot! 4 7 8
d) Szamoljuk ki az el6z6 osztalyatlagot abban az esetben is, ha a 3 8 3
II. dolgozat témazarod volt, ezért jegyei kétszeres sullyal 2 6 8
szamitanak! 1 3 4
e) Melyik dolgozat sikeriilt jobban? Ervelj az egyik dolgozat
mellett!
30. Egy rendezvényre 140 ember jott el. A 15015161616 |17 |17 |17 | 17 [ 18
tablazat a résztvevok életkorat mutatja be 1818|1818 19| 19|19 | 19|19 |19
nagysag szerint rendezve. Igaz-e, hogy az also 20 (2020|2020 20|21 ]21]21|21
¢s felsd kvartilisek medidnja megegyezik az 21 |22 (2222022 23|23 |23 |24 24
eredeti szémsokaség mediénjéval? 5125125 126 126126127127 | 281 30
32 (33(35|37(38|38|39|39|39]39
31. Hatarozzuk meg az osztélyzatok étlagét, 40 |40 |40 | 40 | 41 | 41 | 41 | 41 | 41 | 42
az étlagt(')l szamitott éltlagos abszolut eltérését 42 |42 |42 | 42 | 42 | a2 | 42 | 42 | 42 | 43
¢s a szorasat! 43 |43 |43 |43 | 44 | 44 | 44 | 44 | 44 | 44
Osztalyzat | (db) 45 | 45 | 45 | 45 | 45 | 46 | 46 | 46 | 46 | 46
5 7 46 | 47 | 47 | 47 | 48 | 48 | 48 | 48 | 49 | 49
2 p 49 |49 | 50 | 50 [ 50 | 52 [ 52| 52 | 52| 53
53 | 54 |54 |54 |56|56|57|58]|58]|59
3 10 60 | 60 | 61 |64 |65 |67 |67|68|68]|69
2 6
1 1

32. Egyenld-e a minta terjedelmének fele a félterjedelemmel?



33. Ha a minta terjedelme nulla, akkor a félterjedelem is az. Megfordithato-e az allitas?

34. Tekintsiik az 1, 2, 3, ... n, ... szamtani sorozatot.
a) Mennyi a sorozat elsé n tagjanak a szorasa?
b) Szamoljuk ki n értékét, ha az elsd n tag szoérasa éppen 2.

35. Bizonyitsuk be a szorasnégyzet felhasznalasaval, hogy n darab pozitiv szdm szamtani
kozepe nem lehet nagyobb, mint a szamok négyzetes kdzepe.

36.

Legyen adva az x;, X5, ..., X, szamsokasag, melynek nem minden eleme egyenlo.
A szamsokasag atlaga x, szordsa Sy.

- . Xy —X X3 —X Xn —
Tekintsiik az S s v s
kasag sztenderdizaltjanak nevezni.) Bizonyitsuk be, hogy a sztenderdizalt sokasag at-
laga 0, szorasa 1.

£y , , ,
sokasagot! (Ezt szokas az x1, x2, ..., X, SZ&mso-

37.
2. példa Egy 35 fGs osztaly harom jelolt (A, B, C) koziil szavazassal valasztja ki a didkonkormanyzati

képviselGjét. A szavazaskor a harom név egy sorrendjét kell leadni Ggy, hogy az els6 helyen szerepeljen a legin-
kabb, az utolsén pedig a legkevésbé tamogatott jel6lt.
A szavazas eredménye lathato a tablazatban.

sorrend

A B, C

A CB

B, A C

B,C A

CAB

C, B A

darabszam

6

7

b

6

4

7

A tanuldk a szavazas el6tt nem dllapodtak meg az értékelés médjaban, ezért utélag kiilonb6z6 javaslatok is
szilettek. Sajnos ezek nem feltétleniil adnak azonos végeredményt.

1. Anna javaslata az egyszer(i tobbség: Aki a legtobbszor szerepel az els6 helyen, az legyen a képvisel6
(tehat 6 nyeri a szavazast).

2. Béla javaslata: A legtobbszor utolsé helyezettet hagyjuk ki, és a két megmaradt személyt hasonlitsuk
ossze: melyikiik el6zte meg tobbszor a masikat.

3. Cili: Rogton vizsgéljuk az 6sszehasonlitdsokat: legyen az a nyertes, aki a szavazatok tobbségében meg-
el6zte a két rivalisat.

4. Dénes szamszerdsitene, a 3—2—1 pontozast javasolja. Nyerjen az, aki a legtobb pontot kapta.

5. Eniké szerint az els6 hely kicsit tobbet ér, 6 a 4-2—1 pontozast javasolja.

6. Ferenc szerint viszont inkabb az utolsé helyet pontozzuk alacsonyabbra, végiil is a tobbség az utolsé
helyezett személy ellen szavazna. Legyen a pontozas 3-2-0.

Ki lenne a szavazas nyertese az egyes esetekben?

38. Az iskolatokban szervezzetek kozvélemény-kutatast példaul a tekintetben, hogy a didkok hany
szazaléka elégedett a dok munkajaval. A didkok 5%-at kérdezzétek meg! Probaljatok modszert
keresni arra, hogy hogyan lehetne minél reprezentativabb mintat kivalasztani az iskola tanuloi koziil!
A minta jol tiikrozze vagy lehetéleg minél jobban megkdzelitse a teljes didksag véleményét.



VIII. Matrixok és determinansok

1
1. Szamitsuk ki: _1
0

2 0 0 -3 1 -1
22AB=? BA=? A=(4 1 0 B=10 2 5

-5 3 4 0 0 6

W oL w

3. Szamitsuk ki a szorzatokat: (g (3)) . (i Z) =? (i Z) . (g (3)) =?

1 2\ (5 2y_, 5 2\ (1 2 _,
(3 4) (1 3)" (1 3) (3 4)_'
4. Bizonyitsd be, hogy ha A négyzetes matrix, E az egységmatrix, akkor EA=AE=A

5. Keressiink két olyan 2x2-es nem zérusmatrixot, amelyek szorzata a zérusmatrix.

2 -3 =5 -1 3 5
6. Végezziik el a matrixszorzasokat: | —1 4 511 -3 —-5]=?
1 -3 —4 -1 3 5

1 ) ,

GO wsoy)r (B)eson
3 -4 1 4 3

(zll (2) %)(1 5>=? <2 0 1)(1 2 1) =?

-2 2 -1 3 5

3 1 0 2
7. Bizonyitsd be, hogy (AB)C=A(BC),had = (2 —5 4) B=<—2 2 5) c=<_4)

4 1 -3 7
2 -1 1
8.42=? A3=? A=|0 1 2

1 0 1

9. Lassuk be a kovetkezdket, ha A = (_31 _22) B = (i _43)

a) (A + B)? # A®> + 2AB + B?
b)A?2 —B? # (A+ B)(A—B)
¢)(A+ B)? = A>+ AB + BA + B?
d)(A+B)(A—B) = A+ BA— AB — B?
e)(A—B)(A+ B) = A> — BA+ AB — B?
. _ . 2 _ 12 . p2 (1 -1 /1 1
10. Lassuk be, hogy AB = —BA és (A+B)2=A +B,haA—(2 _1) B—(4 _1)

1 2 3 —2 -1 -6
11. Lassuk be, hogy AB=BA,had=(3 2 o) B=(3 2 9
-1 -1 -1 ~1 -1 -4



12. Bizonyitsuk be, hogy a) (A4 + B)? = A% + B? b)A> —B?=(A—-B)(A+B),

2 =3 =5 -1 3 5
had=(-1 4 5 ¢s B=|1 -3 -5
1 -3 —4 -1 3 5

13. Oldjuk meg a matrixokrol és a determinansokrdl tanultak felhasznéalasaval az
egyenletrendszereket.

2x+5y=9} 3x+y=6} 3x+2y=120} 3x+y=5}
x+3y=>5 S5x +2y =11 x +4y =140 5 +2y =8

2x+3y=5} 3x+5y=13} 2x—7y=3} 3x+y=7}
x+2y=28 x+2y=5 x—3y=2 4x +2y =10
5x—y=2} 2x+y=5} 2x+y=5} 6x+3y=40}
4x +3y =13 4x+ 2y =7 4x +2y =10 8x +4y =30

14. Keresd meg a matrix hidnyzo6 elemeit gy, hogy a szorzas helyes legyen:

-3 2 1 1 1 1
( 9 -5 -2 < =E
-5 3 1 2 -1 -3

x+y+z=2
15. Oldd meg az egyenletrendszert: x + 2y + 3z = 1}
2x+y+3z=6

4 8 3 4 -5
16. Szamitsd ki a determinansok értékét: a)D = (-2 1 5/ b)D=|1 2 3
-3 2 4 -2 5 4
SRR
oob=(2 5 1 d)D =
7 2 g 1 9 4 3
0 2 5 7

x+2y+3z=14
y+2z+3t=20
z+2t+3x =14
t+2x+3y=12

2x+3y—z=0
2x+3y—z=0

x+3y+2z=0
17. Oldd meg az egyenletrendszereket: }

a b 0 0
d 0 0

18. Bizonyitsuk be, hogy (C) 0 e f|= |CCL Z |Z Z
0 0 g A

19. Szamitsuk ki a determinansok értékét:

1 -3 2 11 2
A=|2 -6 -3 B=[2 2 4 e DA
-1 3 8 3 6 6




4 8 28 25 38 1 2 3
D=|-2 1 5| E=|42 38 65| F= 12 3 4
-3 2 4 56 47 83 4 5 3

20. Keressiik meg a kovetkez0 ,,elrejtd” matrixokhoz tartozé megfejté matrixot:
3 1 3 5 3 11
(5 2) ’ (1 2) ’ (1 4 )

21. Hatdrozzuk ki a kdvetkezé matrixok inverzét: a) (;L 3) b) (3 é) c) (g ;)

oG ) NG D oG »Ga) oG
G o

0 -5 -2 -1 2 1
23. Szorozzuk Ossze ezt a két matrixot: | —2 2 4 |-l 3 3 5]|=?
1

22. Szamitsd ki a 2x2-es matrix inverzét: (i g)

-2 0 =3 —4 2
0 3 4 ||I-5 -5 -1
24. Szamitsuk ki a determinansok értékét: [ 0 -5 —-5/|-3 -2 =3
—4 2 111-5 -5 -1

25. Oldd meg a linearis egyenletrendszert: 2x +2y —5z =9

3x+3y—22=—3}
S5x—y—-3z=12

26. Oldd meg a matrixegyenletet: (1 2) X = (5 4)

0 3 6 9
1 2 3
27.Legyen M = |0 a 1 |. Az aparaméter mely értékére nem létezik az M matrix inverze?
0 4 5

28. Legyen P = (f g) a) Szamitsd ki P™ altalanos alakjat. (n pozitiv egész szdm)

b) Mutasd meg, hogy P" - p™ = pn+m c) Létezik-e P~1? Ha igen, mi az?

29. A matrixszorzas nem kommutativ miivelet.
A transzponalt a matrixot ugy kapjuk meg, hogy az eredeti matrix sorait és oszlopait felcseréljiik.
Jele AT.

Legyen A = (_12 3) B = (i _21) Ezzel a példaval igazold, hogy (AB)T = BT - AT



IX. Komplex szamok

1+i 2i

1. Szamitsuk ki: (2 +3i)(3—2i) (3 -2i)* (1+i)3 = |4 + 3i]
lcosa +isinal  |[-2+2V3i] (2+4D(6—-1) (8+9)(1+i)

2. frjuk at trigonometrikus alakba: —1 —ivV3 ~ 2v3 —2i —V2 +iV2 -2

3. Adjuk meg az eredményt trigonometrikus alakban:

(cosn+isinn) (cos " + isin n) 2v3 +2i i5
6 6 12 12 1+

N

Szimitsd ki: (1 +D)1° (1-1v3)" (-1-D% Y1 ¥=6& (2+50)° (i—1)8

5. Oldjuk meg az egyenleteket: 2|z| —3z=1-12i |z|+z=2+i z=1z> z2=-1

=)

. Mennyi a komplex szamok argumentuma? z=—V2+iV6 z=-—1-3i

<

. Oldjuk meg az egyenleteket: x> —8 =0 x°+64 =0

8. A z" = 1 egyenlet megoldasai: V1= cosszn + isinzTk7r k=012, ...... ,n — 1). Ezeket n-edik

egységgyokoknek hivjuk. Vizsgaljuk a kovetkezd kérdést eldszor konkrét n-ekre, utdna esetleg
altalanosan: Az n-edik egységgyokok koziil melyek azok, amelyek pozitiv egész kitevds hatvanyai
végigfutnak az dsszes n-edik egységgyokon?

9. Végezziik el a gyokvonasokat: 3/2 — 2i V8i V1

10. Oldjuk meg az egyenletet a komplex szamok halmazan:
x24+x+1=0 x*2+6x+10=0 x*?-3x+(B-i)=0

1-i2+i*—i6— ... —i18

11. Hozzuk a + bi alakura:

1+i+i2+i3+ .. +i°

12. Szamitsuk ki algebrai alakban az eredményt:

1-1)8 (i-1° (2+\/Ei)5 Vi V=3i

13. Szamitsuk ki algebrai alakban az eredményt: V15 —8i V8 —6i -3+ 4i

14. Adjuk meg trigonometrikus alakban az eredményt: 5\/32 (cosg + isin g)

15. Szamitsuk ki a komplex szamok korében: YV—4  /—64 V-8+i V2 -8

16. Szamitsuk ki az n-edik egységgyokoket, han =1, 2, 3, 4.

107,

. 3% _1om
17. irjuk fel algebrai alakban: v/8 - ex' 2™ 3 |

18. frjuk fel exponencialis alakban: 1 —i 2 +ivV12



19. Végezziik el a miiveleteket: a + bi 4i-3i  (=3i) - (6i) (a+b)i-(a—Db)i

—= — (5+50) + (10 + 4i) + (6 +50) (5 + 3i) — (2 — 2i)
. . . . 5i 3-5i
A+ -i (14 5i)(2 —5i) oY eT

20. Mutassuk meg, hogy az x? — (3 — 2i)x + (5 + 5i) = 0 komplex egyiitthatos masodfoku egyenlet
gyokei a 2 + i és 1 — 3i komplex szamok.

21. rjuk fel a kovetkezé szamok konjugaltjat: 5, 2i, —5i, 1+i, —2—3i, 8 —7i

22. Szamitsuk ki a kovetkez6 komplex szamok abszolut értékét:
3i, =2i, 2—1i, 5+2i, 6-3i

23. Igazoljuk, hogy két komplex szdm 0Osszegének konjugaltja egyenld a komplex szamok
konjugaltjainak 6sszegével, a szorzatuk konjugéltja egyenld a tényezdk konjugalt szorzataval.

24. Igazoljuk, hogy egy komplex szam i-szeresét ugy abrazolhatjuk, hogy a komplex szdm vektorat
+90 fokkal elforgatjuk.

25. Irjuk fel a kovetkezé komplex szamok trigonometrikus alakjat.
1, -1, i —i 2 1+i -1-i 1+i3 V3-i V2+iV2

26. Irjuk ol algebrai alakban a kovetkezd komplex szamokat.
6(cos0° + isin0°) 4 (cos Z + isin E) 3 (cos 2T 4 isin 2—“)
6 6 3 3

27. Szamitsuk ki 1 nulla és pozitiv egész kitevdjli hatvanyait.

28. Szamitsuk ki: i + i% + i3 + i* (1—-i)* (1+i)*
3

29. Végezziik el a kdvetkezd hatvanyozasokat: (1 +1iV3) (1+1)8

30. Oldjuk meg a komplex szamok halmazan a kdvetkezd egyenleteket:



PULIA

L. Differencidlszamitas

II. Térgeometria

III. Integralszdmitas

IV. Logika

V. Grafok

VI. Valoszinliségszamitas

VII. Statisztika

VIII. Matrixok és determinansok
IX. Komplex szamok



