I. Masodfoku vilag

42-45. 42-55.

I.

1. Azx? — x + p = 0 egyenlet valds gyokei eggyel kisebbek, mint az x* + px — 1 = 0 egyenlet valos
gyokei.
a) Szamitsa ki a p valos paraméter értékét! b) Szamitsa ki mindkét egyenlet valds gyokeit p =35 esetén!

2. Adottak az f:R »> R, f(x) = —x?+10—22¢ésazfiR > R, g(x) = —x + 6 fliggvények.
Oldja meg az f(x)=g(x) egyenletet!

3. Azf:R >R, f(x) = ax?+ bx + ¢ méasodfoku fiiggvény grafikonjanak tengelypontja a T(4; 2)
pont, és a P(2;0) pont is illeszkedik a grafikonra. Szamitsa ki az a, b, ¢ egyiitthatok értékét!

2a%+7a+3 a%?-9a+20

4. Egyszertsitsiik a kovetkezd torteket: — —
6a“+a—1 2a<—-20a+48

5. Az m mely értékeire van a kovetkezd egyenletnek két kiillonbozo valds gyoke?
(m—1Dx*-2mx—-—m+2=0

6. Hol van maximuma ¢€s mennyi a maximumértéke?
a)y=—-x*+10x b)y=2x*-10x—22 c¢)y=-x*-38

7. Legyen az x pozitiv valos szdm. Hatarozza meg x értékét gy, hogy a 27 és az x szdmtani kdzepe
6-tal nagyobb legyen, mint a mértani kozepiik!

8. Legyenf(x) = x? — 11x + 30. Igazolja, hogy ha f(x) # 0, akkor f(:(—;:)l) = g

9. Egy fafajta torzsének keresztmetszetét vizsgaljuk egy adott magassagban. Ez a keresztmetszet a fa
5 és 20 éves kora kozotti novekedése soran (jo kozelitéssel) mindveégig kor alaktinak tekinthetd. A
kor atméréjét a d: [5;20] — R, d(x) = —0,25x? + 20x + 40 fiiggvény adja meg, ahol x a fa években
mért életkorat, d(x) pedig az atmérd milliméterben mért hosszat jeloli.

a) Hany cm a torzs keresztmetszetének atmérdje akkor, amikor a fa éppen 10 éves?

b) Hany dm?-rel né a fatdrzs keresztmetszetének teriilete a 11. évben? Valaszat egy tizedesjegyre
kerekitve adja meg!

c) Hany éves a fa akkor, amikor a torzs keresztmetszetének kertilete éppen 1 méter?

10. Hatarozza meg az m valos szam 0sszes lehetséges értékét igy, hogy a kijelentés igaz legyen! Az
x? — 2x + 4 = m egyenletnek pontosan két kiilénbozé valos gydke van.

11. Hatarozza meg az R - R, x — x? + bx + ¢ fliggvény b és ¢ paramétereinek értékét, ha tudjuk,
hogy a fliggvénynek x = 2-ben minimumhelye van, és a minimum értéke —1.

II.

12. Tekintsiik a valds szamokon értelmezett f(x) = (p — 3,5)x? + 2(p — 2)x + 6 fiiggvényt, ahol p
tetsz6leges valos paraméter!

a) Mutassa meg, hogy tetszdleges p érték mellett az x = —2 zérushelye a fiiggvénynek!

b) Milyen p értékek esetén lesz a fliggvény masik zérushelye 1-nél nagyobb?



13. A derékszogli koordinata-rendszerben az ABC haromszdg csucsai: A(2; 1), B(7; — 4), C(11; p).
Hatarozza meg a p paraméter pontos értékét, ha a haromszog B cstcsanal levd belsd szoge 60°-os.

14. Adja meg a (p? — 1)x*> + (1 — p)x+ p — 1 = 0 egyenlet megoldasainak szdmét a p paraméter
fliggvényében!

15. Az m paraméter mely értékei esetén teljesiil minden x-re, hogy
x?—(8m—2)x+15m?* —2m—7 >0

16. A repiilogépek lizemanyagfogyasztasat szamos tényezd befolydsolja. Egy leegyszerusitett
matematikai modell szerint (a vizsgéalatba bevont repiilédgépek esetében) az egy ora repiilés alatt

felhasznalt tizemanyag tomegét az f(x) = % (x? — 1800x + 950000) &sszefiiggés adja meg. Ebben
az Osszefiiggésben x a repiilési atlagsebesség km/h-ban (x > 0), f(x) pedig a felhasznalt lizemanyag

tomege kg-ban. A modell alapjan hany km/h atlagsebesség esetén lesz minimalis az egy ora repiilés
alatt felhasznalt iizemanyag tomege? Mekkora ez a tomeg?

1 1

2
17. Oldjuk meg a valds szamparok halmazan a kdvetkezd egyenletrendszert: X‘23 y -3y
—4(y—x) =9

18. Azx? + bx + ¢ = 0 egyenlet gydkei 2-vel nagyobbak, mint az x? + cx + b = 0 egyenlet gydkei.
Szamitsuk ki b és c értékét.

19. Az egyenlet megoldasa nélkiil adjunk meg egy olyan egyenletet, amelynek gyokei az
5x? — x — 4 = Oegyenlet gyokeinek ellentettjei.

20. A p mely értékére teljesiil, hogy az x? — 3px + p? = 0 egyenlet gydkei négyzeteinek Osszege
112?

21. A p mely értéke esetén lesz azx® + (p — 2)x + p — 3 = 0 egyenlet gyokei négyzeteinek dsszege
a legkisebb?

22. Hogyan kell a c értékét megvalasztani, hogy a fliggvény értékkészlete a 17-nél nem kisebb szamok
halmaza legyen? y = x? + 10x + 6¢

23. Igazolja, hogy nincs olyan szabalyos n-szdg, amelynek a belsd szogei n fokosak!

24. Egy egyenld szara haromszog oldalai hosszisaganak atlaga 10, szorasa 3v/2.
a) Hatdrozza meg a haromszog oldalainak hosszat!

25. Az egységnyi oldalu, szabalyos ABC haromszogbe olyan PQRS téglalapot irunk, melynek PQ
oldala az AB oldalra illeszkedik, R a BC oldal pontja, S pedig a CA oldalé. Hatarozza meg a PQRS
téglalap teriiletének maximalis értékét!

26. Adott az x2 — (4p + 1)x + 2p = 0 masodfokl egyenlet, ahol p valds paraméter.

a) Igazolja, hogy barmely valos p érték esetén az egyenletnek két kiilonb6zo valos gydke van!

b) Ha az egyenlet egyik gyoke 3, akkor mennyi a masik gyoke?

c) Hatarozza meg a p paraméter értékét ugy, hogy az egyenlet gyokeinek négyzetosszege 7 legyen!



27.
Egy haromszog oldalainak hossza p? + ¢, p? — g2 . illetve 2pq, ahol p és g olyan pozitiv egész szamok,
melyekre p > g teljestil.

a) Igazolja, hogy a harom oldalhossz kéziil p> — g* a legnagyobb!
b) Igazolja, hogy a haromszog derékszogi!

I11.

28. A valds p mely értéke esetén lesz az px? — px — 2p = x — 3 egyenletnek két kiilonb6z pozitiv
gyoke?

29.a2) x> —x—3| <9 b) [2x% — 9x + 15| > 20

30. A valdés p mely értéke esetén esnek az px?+2x—3 =0 egyenlet gyokei az [1, 3]
intervallumba?

31. Egy n elemi halmaznak 11-szer annyi 4 elemi részhalmaza van, mint 2 elemi (n > 4). Hatarozza
meg a halmaz elemszamat!

32. A szokeresd mobiltelefonos jatékban a megtalalt sz6 hossza (vagyis a szot alkoto betiik szdma)
hatarozza meg a jatékosnak adott pontszamot. Egybetiis sz6ért nem jar pont, kétbetlis szoért 1 pont
" 1t A TA a s D25

jar. Han > 3, akkor az n bet{ibdl all6 sz6 megtalalasaért HTHHO pontot kap a jatékos.

a) Van-e olyan sz6, amelyért 26 pontot kap a jatékos? Valaszat indokolja!

b) Igazolja, hogy a jatékszabaly szerint a hosszabb szoért tobb pont jar, €s hogy csak egész pontszdmot
kaphat a jatékos!

m(m+1)

2
(A leirt jatékszabaly nem korlatozza a szavak hosszat, ezért feltehetjiik, hogy tetszdleges hosszlisagu
,»8Z0” 1étezik.)

c) Igazolja, hogy ha m tetszdleges természetes szam, akkor a jatékos kaphat 2 + pontot!

I1. Egyenletek, egyenletrendszerek

6.,48.,51-52. 34-41. 49-52.

I.

2_10x-24

1. Oldja meg a valds szamok halmazan! = = sing —lg1 + 20829

x2—x—6
2. Oldja meg a valds szamok halmazan! a) (x — 2) -1g(x> —8) =0 b) x> —|x| =6

3. Két valds szam Osszege 29. Ha az egyikbdl elvesziink 15-6t, a masikhoz pedig hozzdadunk 15-6t,
az igy kapott két szdm szorzata éppen 6tszOrdse lesz az eredeti két szam szorzatanak. Melyik lehet ez
a két szam?

4. Oldjuk meg az egyenleteket:
a)V3x2 +5x—3 =x bx+1=+v5x+1¢c)vx+9=1++x d)vV5—-x=0,5x—3




5. Oldja meg az egyenleteket a valos szamok halmazén!
a)x2—3|x—1|—7=0 b)4x* —17x2 + 4 = 0 ) 22> = =3

e)[2x—5|=x—-1

x-1  3x+5
. .. i 4x?% + 4y? = 17xy xy + y2 =55
6. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszereket: a) x+y =10 b) 2x+y =17

7. Oldja meg a valos szamok halmazan a kovetkezd egyenletet! vx + 2 = —x
8. Oldja meg a valds szamok halmazan az egyenletet! |x — [x|| = 2x + 1

9. Oldja meg a [4; 6] alaphalmazon az egyenletet. |5 — |X|| =3

, X, 1 s 2x+3y i B
10. Hatarozza meg ; értékét, ha zy 10 (y#0,y#-2x).

11. A p, g, r pozitiv szamok &sszege 180. Tudjuk tovabba, hogy p:q= 7:8 és r:p= 5:3. Hatdrozza meg
ezeket a szamokat!

12. Oldja meg a valds szamok halmazan az egyenleteket:
V=2x+6=x+1 2log,x? + 3log,x® = log,x* + log,8°

13. Egy jotékonysagi rendezvényen sorsjegyeket arulnak. 5 kék és 3 zold sorsjegy 6700 Ft-ba, 3 kék
¢s 2 z0ld sorsjegy 4200 Ft-ba keriil. Mennyibe keriil kiilon-kiilon egy kék, illetve egy zold sorsjegy?

II.

14. Oldja meg az egyenletet, amelyben a p paraméter valos szamot jelol!
X p 1
X2-4 = x242x = 2x-x2 0

15. Oldja meg az egyenletet a valos szamok halmazan! Vx2 + 1+ Vx2 —3 = 2

16. Igazolja, hogy a négy egyenlet koziil az a) és b) jelli egyenletnek pontosan egy megoldasa van, a
c) jelii egyenletnek viszont nincs megoldésa a valos szamok halmazan!
2x%2 +x—10

a) —xi =5 =0 b) Vx+16 +Vx—9=5 ¢) lg(x? +x—6) =Ig(1 — x?)

17. Egy fabol késziilt négyzetes oszlop minden élének hossza centiméterben mérve 2-nél nagyobb
egész szam. A négyzetes oszlop minden lapjat befestettiik pirosra, majd a lapokkal parhuzamosan 1
cm ¢€lu kis kockara vagtuk. A kis kockdk koziil 28 lett olyan, amelynek pontosan két lapja piros.
Mekkora lehetett a négyzetes oszlop térfogata?

18. Oldjuk meg az egyenleteket:
AV2x+3+Vx+1=1 b)Vx—7++V3 —x=2 V5 —x+Vx—3=2

19. Oldja meg az egyenleteket a valos szdmok halmazan!
a)|x—1|+|x—2| =2 b) [Ix| — 1| =4 +x o) 2x—3|+[2x+3|=6

20. Mutassa meg, hogy az x3 — 3x2 + x — 3 polinom szorzatt4 alakithato, és ennek segitségével hata-
rozzameg a g:R — R, f(x) = x3 — 3x% + x — 3 fiiggvény zérushelyeit!



21. Oldjuk meg az egyenletrendszereket a rendezett valds szamparok halmazan!

X2 _y73 _
2Vx =y 2=
X+2 y—-3

22. Adott a valds szamok halmazan értelmezett f és g fiiggvény: f(x) = x? — 2,
g(x) = 10 + 10x — x2. Igazolja, hogy a [2; 8] intervallumon az f és a g fiiggvény is csak pozitiv
értekeket vesz fel!

23. Oldja meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!vVéx — 24 = /2x—7 — 1

24. Lali, Pali és Vali egy palacsintdzoban ebédelnek. Lali 3 mogyordokrémes, 1 turds és 2 fahéjas
palacsintaért 1500 Ft-ot, Pali 4 mogyorokrémes, 2 turds és 1 fahéjas palacsintaért 1740 Ft-ot, Vali
pedig 1 mogyordkrémes, 2 turds €s 2 fahéjas palacsintaért 1170 Ft-ot fizetett. Mennyibe keril 1-1
darab a kiilonb6z0 fajta palacsintakbol?

25. Legyen f: [1; 0] = [1; 00[,x = 2x + 1 és g: [1; 00 = [1; o0, x = Vx.
Oldja meg az f (g(x)) = g(f (x)) egyenletet!

1.
26. Mely x, y valos szamok elégitik ki az egyenletet? co:Z - = sin?x (—y? + 8y — 8)
27. a) Oldja meg az egyenletet a valds szamok halmazan: | |x — 1| +x — 3| = - %X + 2

b) Hatdrozza meg az m paraméter értékét ugy, hogy az egyenletnek pontosan két megoldasa legyen:
||x— 1] +x—3| = mx + 2.

28. Oldjuk meg ezt a szép egyenletet: 165X 4 41+cos2x — 10

29. Mutassuk meg, hogy nincs olyan valos (x; y) szampar, amelyre
(x*+5)2=25—|y— 3| és21x+ 63y = 188

30. A mérnokok egy 1) fejlesztésli autd lizemanyag-fogyasztasat igyekeznek meghatarozni kiilonb6zd
sebességek mellett. Eddig hdrom mérési adat all rendelkezésre: ezek szerint 40 km/h sebesség mellett
9,6 liter, 70 km/h sebesség mellett 6,9 liter, 120 km/h sebesség mellett pedig 6,4 liter a 100 km-
enkénti lizemanyag-fogyasztas.

a) A mérési adatokkal szamolva mennyi lenne ennek az auténak a 100 km-re vonatkozé atlagos
iizemanyag-fogyasztasa egy olyan uton, amelyen 30 percig 40 km/h sebességgel, majd 50 percen at
120 km/h sebességgel halad?

Harom mérndk olyan f fliggvényeket keres, amelyek minél jobban kozelitik az ismert mérési
eredményeket, azaz amelyekre az |f(40) —9,6| + |f(70) — 6,9| + |f(120) — 6,4| Osszeg értéke
minél kisebb.

Mérnok Csaba az elséfoku f; (x) = 11,2 — 0,04x fiiggvényt, Mérnok Dora pedig az f, (x) = PC;% +

4 abszolutérték fiiggvényt javasolja az autd 100 kilométerenkénti fogyasztasanak kozelitésére (x az
auto fogyasztasat jeloli km/h-ban, a fogyaszast pedig literben kapjuk meg).

b) Melyik fliggvény kozeliti jobban a fenti értelemben a hdrom mérési eredményt?

Mérndk Elemér azt a masodfoku f3(x) = ax? + bx + c fiiggvényt kereste meg, amely mindhdrom
mérés adat esetén pontos eredményt ad, az f3(40) = 9,6 f53(70) = 6,9 f3(120) = 6,4. Hatarozza
meg az a, b, ¢ paraméterek értékét.



I11. Egyenlotlenségek

£.37-38. 44-45. 16-17.

I.

1. Jelolje H a [0, 2x[intervallumot. Legyen A a H azon x elemeinek halmaza, amelyekre teljesiil a
23X > 1 egyenldtlenség, és B a H halmaz azon részhalmaza, amelynek x elemeire teljesiil
2€08X < 1 egyenldtlenség. Adja meg az A halmazt, a B halmazt és az A\ B halmazt!

2. Mely valds szamok elégitik ki az egyenlétlenséget? (x — 1)% — (x + 1)3 > —8
3. Oldja meg az egyenl6tlenséget a valos szamok halmazan: 0,5x + vx + 3 < 2,5

4. Jelolje A az g < 0 egyenl6tlenség egész megoldasainak a halmazat, B pedig az |x+ 3| < 4

egyenldtlenség egész megolddsainak a halmazat. Elemei felsorolasaval adjamegaz A N B,az A\ B
¢s az A U B halmazt!

5. Adottak az x = 0 valos szamok halmazéan értelmezett f(x) = x* — 2x + 2, valamint ugyancsak az
X = 0 valos szdmok halmazan értelmezett g(x) = %X + 8 fliggvények. Oldja meg az f(x) = g(x)
egyenldtlenséget!

6. Oldjuk meg az egyenldtlenségeket: a) —x? — 6x + 27 < 0 b)2x%2+3x—2<0

3x+1
7. a)
2X—-5

> 2 b)

X+4 3 1
<-2 )——-<-—
2x+3 X—2 2 X—2

8. Adott a sikbeli derékszogli koordinata-rendszerben az y = 3x* — x3egyenletii gorbe. Igazolja,
hogy ha x € ]0, 3[, akkory>0.

9. Jeldlje a 4x% — 19x + 22 < Oegyenlbtlenség valos megolddsainak halmazat A, a sin2x < 0
egyenl6tlenség valos megoldasainak halmazat pedig B. Igazolja, hogy A  B.

10. b) Dontse el, hogy igaz vagy hamis az allitas! Vélaszat indokolja!

Ha x > 27, akkor a 27-nek €s az x-nek a mértani kdzepe kisebb a két szam szamtani kozepénél.

c) Fogalmazza meg az eldbbi allitds megforditasat, és hatdrozza meg a megforditott allitas logikai
értékét (igaz vagy hamis)! Valaszat indokolja!

11. Oldja meg a valos szamok halmazéan az egyenldtlenségeket!
a)lgx < 2 b) 4x < 5 — x? ¢) 0,53l < 0,25

12. Oldja meg az g < —1legyenlOtlenséget a valds szamok halmazén!
13. Oldja meg az egyenldtlenséget a valos szamok halmazén! E -4 <20

14. Egy egyetemi eléadason 32-en iilnek a kisteremben. Ha négy lany tavozna, akkor a jelenlévok
tobb mint 60%-a fili lenne. Ha azonban a 32 emberhez tovabbi hat lany csatlakozna, akkor a
jelenlévok tobb mint fele lenne lany. Hany fiu és hany lany lehet jelen az eléadason?



II.

15. Oldja meg az egyenlétlenséget a valos szamok halmazan! vx? — 3x - logg;(x+2) < 0

16. Legyen A={x €R, Vx—1=V5—x}ésB={x €R, logys(2x — 4) > —2}.
Adjameg az AU B, An B, B\ A halmazokat.

17. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan: a) %1 - % < 2 b) [x* —6x+ 8| <x—2
cn . x2—-9x+14
. o . e Y
18. Hatarozza meg a kifejezés értelmezési tartomanyat! e

19. Legyen az A halmaz az a), a B halmaz a b) kifejezés értelmezési tartomanya.
10—x
x2+4

Abrazolja szamegyenesen a B \ A halmaz elemeit! a) log,,s(x? — 9x + 14) b)

20. A p mely értéke esetén teljesiil minden x-re, hogy —2,5x* + px+p+ 1,6 < 0?

21. Adottaz f, a g és a h fiiggvény:
ff R>Rf(x) =2—1,gt R>Rg(x) =3x+2,h: R>Rh(x) =12 —x?
Oldja meg az f(g(x)) < g(f(x)) egyenldtlenséget a valds szamok halmazan!

22. Adott a valds szamok halmazan értelmezett f és g fiiggvény: f(x) = x? — 2,
g(x) = 10 + 10x — x2. Oldja meg a valds szamok halmazan az |f(x) + g(x)| = 8 egyenlétlenséget!

g5%+1g57X 5%X+5~

23. Igazolja, hogy ! .

<lg

(x €R)

24. Hany egész szam gyoke van az egyenlotlenségnek? log, 5(2x + 100) > —8

25. Van két, most induld hosszl tdvl befektetésiink is. Az egyiknél 500 000 forint a befektetett
Osszeg, amely havi 1%-os kamatos kamattal ndvekszik. A masik — magasabb hozamu, de kockazato-
sabb — {lizletbe 450 000 forintot fektettiink; ez az 6sszeg havi 1,3%-o0s kamatos kamattal novekszik.
b) Hanyadik honap végén lesz eldszor tobb pénz a masodik befektetésiinkben, ha a kamatfeltételek
kdzben nem valtoznak?

3

26. Mutassa meg, hogy a kovetkezd kijelentés igaz! Az f: R — R; f(x) (rcos0?ez fliggvény
ot AL 1 3].
értékkészlete az [5’ E] intervallum.
I11.
4x 3x2 2X .rr , , P s .
27. Legyenf(x) = —t ot ahol a pozitiv valds szam és x € R. Mely pozitiv valos a

szamokra teljesiil, hogy [ Oa f(x) dx = 0?

28. Pali és Zoli kozosen egy 60 m x 30 m-es, téglalap alaku telket vasarolt. A telket egymas kozott
két olyan egybevago derékszogli trapézra osztottak fel, amelynek a révidebb alapja 20 m. Jeldlje EF
a koz0s hatarvonal szakaszt! A k6zos hatdrvonalon Palinak kellett volna keritést €pittetni, de nem
volt erre a célra pénze. Ezért Zolinak a kovetkezd ajanlatot tette: 4tad neki a telkébdl egy hdromszog



alaku részt, ha Zoli csinaltatja meg a telkiiket elvalaszto keritést. Zoli szerette volna telkének 20 m-
es hatarat maximum 8 méterrel megnovelni, igy elfogadta az ajanlatot, és az 0j k6zos hatdrvonalnak
az EG szakaszt jelolte meg. A telek négyzetméterének ara 30 000 Ft, a kerités megépittetésének
koltsége 15 000 Ft/m. Az egyéb felmeriilo koltségeket egyenld aranyban osztottdk meg. Legalabb
hany m hosszu legyen a FG szakasz, hogy Zoli jarjon jobban? (Az eredményt egy tizedesre kerekitve
adja meg!)

29. Két fémkocka 0sszeolvasztasaval egy nagyobb kockat készitiink. Az egyik beolvasztott kocka
egy ¢lének hossza p, a masiké pedig q (p > 0, q > 0). (Feltessziik, hogy az 6sszeolvasztassal kapott
kocka térfogata egyenld a két 6sszeolvasztott kocka térfogatanak dsszegével.) Bizonyitsa be, hogy az
Osszeolvasztassal kapott kocka felszine kisebb, mint a két 6sszeolvasztott kocka felszinének 6sszege!

IV. Fiiggvények

91-106. 43-48. 53-67. 19-25. 11-12.

I.

1. a) Abréazolja a [0;6] intervallumon értelmezett, X + % |x — 4| + 3hozzarendelési szaballyal mega-
dott fiiggvényt! b) Allapitsa meg a fiiggvény értékkészletét!

2. Abrazolja a [0; 6] intervallumon x ~ x? — 8x + 11 hozzarendelési szaballyal megadott fiiggvényt!

3. Legyen f és g is a valds szamok halmazan értelmezett fliggvény:

—1, hax<-1
f(x) =42x+1, ha —1<x<0 ésg(x)=x*-2
1, hax=>0

Abrazolja ugyanabban a koordinatarendszerben mindkét fiiggvényt!
Adja meg az f(x)=g(x) egyenlet valos megoldasait!

4. Igazolja, hogy az igy definialt f fliggvény konstans:
f: Df= R—{k-zl k € Z} X > (tgx + ctgx) - sin2x

5. Az f és g fliggvényt is a [ 3; 6] intervallumon értelmezziik. f(x) = Vvx+3 g(x) = —0,5x + 2,5.
Abrazolja kozos koordinatarendszerben az f és a g fliggvényt a [— 3; 6] intervallumon! Igazolja
szamolassal, hogy a két grafikon metszéspontjanak mindkét koordinataja egész szam!

6. Adott az f: [-2;5] >R, f(x) =—x?—2x+3. Jellemezze a fiiggvényt a kdvetkezd
szempontok szerint: novekedés, fogyas sz€élséérték (helye és értéke)!

7. Abrazolja a [0, 2x] intervallum értelmezett f(x) = |2 sinx — 1| fliggvényt!
8. a) Mely pontban metszi az f fliggvény az y tengelyt? b) Mely pontban metszi a g fliggvény az x

2
tengelyt? f(x) = Xz + %x + Z és g(x) = _§X2 + i_’2‘_|_ 0,5

9. Abrazold a fiiggvényt és irj fiiggvényvizsgalatot: f(x) = — % sinx — 3



10. Adott az f és g fiiggvény: :R - R, f(x) =2x+ 1,g:R—> R, g(x) = x? — 2.
Szamitsa ki a 2f + g fliggvény zérushelyeit!

11. Adott az f, a g és a h fliggvény:

f: R>Rf(x) =2X—1,22 R>Rg(x) =3x+2,h: R>Rh(x) =12 — x?

Legyen a k Osszetett fliiggvény belso fliggvénye az f, kiilsé fiiggvénye a h, vagyis k(x) = h(f(x))
minden x valds szdm esetén. Igazolja, hogy k(x) = 11 + 2¥*t1 — 4%

3 2
12. Adott a g fiiggvény:g(x) = — X? + X? x € R. Adjon meg egy olyan nem nulla hosszisagt inter-
vallumot, amelyen a g mindegyik helyettesitési értéke negativ!

13. Egy kétszemélyes tarsasjatékot olyan négyzet alaku (=1:1) (CERY
tablan jatszanak, amelyet fehér és sziirke mezokre osztottak
fel az abra szerint. Ha a tablat egy olyan koordinata- y
rendszerbe helyezziik, amelyben a négyzet csticsainak
koordinatai (1; 1), (—1; 1), (-1; —1), illetve (1; —1), akkor
ebben a koordinata-rendszerben az a jelli iv egyenlete:
y=(1-x)%,0<x<1. A tabla kdzéppontosan és
tengelyesen is szimmetrikus. {rja fel a masik harom (az dbran
b, ¢, illetve d jell1) iv egyenletét is!

(-1;-1) (1;-1)

14. Egy bizonyos fenydfa (méterben mért) varhaté magassaganak becslésére ezt a képletet hasznaljak:

h(t) = s os0e
1+59:0,905

a) Hany méter magas volt a fa a megfigyelés kezdetekor?

b) A megfigyelés kezdetétdl szamitva hany év muilva lesz a fa 10 méter magas?

ahol t a megfigyelés kezdetétdl eltelt 1d6 években szamitva.

Kiilonleges facsemeték neveléséhez egy téglalap alaku részt akarnak elkeriteni. A téglalap két
szomszédos oldala természetes hatarokkal védheto, ezért csak a masik két oldalon kell keritést épiteni.
A kornyezeti adottsagok miatt a kerités épitési koltsége a két oldalon kiilonbozd: az egyik oldalon 5
ezer Ft/m, a masik oldalon pedig 10 ezer Ft/m. A kerités épitésére Osszesen 400 ezer Ft all
rendelkezésre.

d) Hogyan kell megvalasztani a két fermiretes Lt

keritésszakasz hosszat, hogy a rendelkezésre qQ
allo 6sszegbdl a legnagyobb teriiletii
iiltetvényt lehessen elkeriteni? kerités iiltetvény
£]
kerités
II.

15. a) Hatarozza meg a valds szdmoknak azt a legb8vebb részhalmazat, amelyen a Vx? — 6x + 9
kifejezés értelmezhetd!

b) Abréazolja a [-5; 8] intervallumon az f: x = Vx2? — 6x + 9 fiiggvényt!

c) Melyik allitas igaz és melyik hamis a fenti f fliggvényre vonatkozoan? (Az indoklast nem kell
leirnia.)

A: Az fértékkészlete: [ 0; 5 ].

B: Az f fliggvény minimumat az x = —3 helyen veszi fel.

C: Az f fiiggvény szigorian monoton né a [4; 8] intervallumon.



16. Az f fliggvényt a [0; 5] intervallumon értelmezziik: f(x) = 3cosx — cos (—x). Dontse el az
allitasokrol, hogy igazak-e! A valaszait indokolja! Az f fliggvény korlatos. Az f fliggvény minimum-
helye ¢és legnagyobb értéke is irraciondlis szam.

17. Adott a valds szamok halmazan x — 2x? — 4x — 6 fliggvény.

a) Szamitsa ki a fliggvény zérushelyeit és szamitassal hatdrozza meg a fiiggvény minimumanak helyét
és értekeét!

b) Abrazolja a fiiggvényt a [— 2; 4] intervallumon!

c) Hatdrozza meg az y = 2x? — 4x — 6 egyenleti parabola fokuszpontjanak koordinatait!

18. Adott az f és a g fliggvény.

f: Df = R—{k-zl k e Z} X = (tgx + ctgx) - sin 2x g Dg = [-7;7] x & x* = 6|
a) Igazolja, hogy az igy definialt f fliggvény konstans!

b) Szamitsa ki a g fliggvény zérushelyeit!

c) Adja meg a g fliggvény értékkészletét!

19. Két eurdpai nagyvaros kozott egy repiiloket iizemeltetd tarsasag jaratokat kozlekedtet. Ezek a
jéaratok legalabb 10 utas esetén indulnak, és a gépek legfeljebb 36 utas széllitasara alkalmasak. A
tarsasag javitani szeretné a jaratok kihasznaltsagat. Tobbek kozott mérlegelik a kovetkezd szabaly
szerinti lizemeltetést: 20 vagy annal kevesebb utas esetén fejenként 16 000 Ft-ért inditanak gépet. 20
{6 feletti 1étszam esetén az dsszes utas szdmara annyiszor 400 Ft-tal csokken a 16 000 forintos viteldij,
amennyivel a létszam meghaladja a htiszat.

Adja meg annak a B fliggvénynek x = B(x) hozzarendelési utasitdsat, amelynél x az utasok szamat,
B(x) pedig a tarsasadg bevételét jeloli x utassal inditott jarat esetén! Mi a B fliggvény értelmezési
tartomanya?

20. A kovetkezé harom kifejezés mindegyike esetén adja meg a valds szamok halmazanak azt a
legbdvebb részhalmazat, amelyen a kifejezés értelmezhetd!

a) cos(log, Vx) b) /log,(cosx) c) log z(cos?x)

21. a) Abréazolja a valds szamokon értelmezett f(x) fiiggvényt!
() ={){2—6x+10, hax>1
x+4, hax<l1
b) Hatarozza meg a p paraméter értékét gy, hogy az |f(x)| = p egyenletnek egy vagy két megoldasa
legyen!

22. Adottak a kovetkezd fliggvények:
f: x€[-5, 10[x |||X—2| - 2| —2| és g x€E|-1, 4]x —x2+4x+2

a) Abrazoljuk kozos koordinatarendszerben az f és a g fliggvényeket.
b) Milyen x értékekre igaz, hogy f(x) > g(x)?

23. A valds szamok halmazan értelmezett f(x) = x3 + px? + gx (p # —2) fiiggvényrdl tudjuk, hogy
pontosan két zérushelye van, tovabba, hogy f(2) = —p. Hatarozza meg a fiiggvény zérushelyeit!

24. Adott a valos szamok halmazan értelmezett f(x) = x* — 6x2 + 9 fiiggvény. Legyen k egy valds
szam. Hany megoldasa van az /f(x) = k egyenletnek?

3x—10
X—4

25. Oldd meg grafikusan: <—(x—5)?%+5




26. Mi a kovetkezo fliggvények értelmezési tartomanya ¢€s értékkészlete?

_34 2 b) v = 2x + 8 _ 4 4
Ay=3+-—7 by=——7 Ooy= ”
27. Az é4bran a [-2; 3] intervallumon A
értelmezett szigortan monoton, folytonos f \
fliggvény grafikonja lathat6. Adja meg az f
inverzfliggvényének értelmezési tartomanyat, s

értekkészletét, zérushelyét, és jellemezze az
inverzfliggvényt monotonitas szempontjabol!

28. Hatédrozza meg az f: R — R, f(x) = x> + ax? + bx + c fiiggvényben az a, b és ¢ valos paraméterek
értekét, ha a fliggvényrdl a kovetkezoket tudjuk:

(HfO)=1;,2) f(1)=0; 3) f'(2)=1"(1), vagyis az f els6 derivaltjanak x = 2-ben vett értéke
megegyezik az f masodik derivaltjdnak x = 1-ben vett értékével.

29. Ha egy cég x tonna lisztet allit el6 egy nap alatt (0 <x <5), és ezt a mennyiséget el is adja, akkor
egy elemzés szerint a napi nyereség értékét az n(x) = 0,8x?(x — 3)(1,5 — x) képlet adja meg, a
nyereséget tizezer tallérban szamitva. (Negativ helyettesitési érték veszteséget jelent.) Mutassa meg,
hogy csak 1,5 <x < 3 esetén nyereséges a napi termelés!

I11.

30. Harom ponthalmazt vizsgalunk a derékszégiikoordinata-rendszer (S) sikjaban.

Az A halmazt pontosan azok a pontok alkotjdk, amelynek koordinataira: 4x — 3y >18 , a B halmazt
pontosan azok a pontok alkotjdk, amelynek koordinatdira x* + y? — 6x + 4y < 0, a C halmazt
pontosan azok a pontok alkotjak, amelynek koordinataira: y? = 4.

a) Abrazolja koz6s koordinata-rendszerben a harom halmazt! Fogalmazza meg, milyen geometriai
alakzatot alkotnak az A, a B és a C halmaz pontjai!

b) Abrazolja jabb koordinata-rendszerben a B \ A halmazt! Fogalmazza meg pontosan, hogy milyen
geometriai alakzatot alkot ez a ponthalmaz?

¢) Abrazolja a B N C halmazt! Ennek a ponthalmaznak melyik P(x; y) pontja van a legkozelebb illetve
a legtavolabb a koordinata-rendszer origojatol?

31. a) Abrazolja a derékszogli koordinita-rendszerben az f: [0;5] » R, f(x) = |x? — 4x + 3|
fliggvényt!

b) Tekintsiik az |(x — 2)? — 1| = k paraméteres egyenletet, ahol k valos paraméter. Vizsgilja a
megoldasok szamat a k paraméter fliggvényében!

¢) Abrazolja a megoldasok szamat megado fiiggvényt ak € ]— 6;6[ intervallumon!

d) Adja meg a c)-beli fiiggvény értékkészletét!

x%242x-3

X2+4+x-2

31. Abrazolja az R \{-2, 1} halmazon értelmezett f(x) =

| fliggvényt!

32. Szamitassal igazolja, hogy h: |]—o, —0,5[ - R, h(x) = % fliggvény szigoruan monoton
ndvekedd! f(x) = 2x + 1, g(x) = x? — 2



V. Sorozatok (A)

Szamtatni és mértani sorozatok

49-52. 50-56.

I.

1. Egy novekedd szamtani sorozat elsé harom tagjanak 0sszege 60. Az elsd tagot 64-gyel novelve, a
masik két tagot valtozatlanul hagyva, egy mértani sorozat els6 harom tagjahoz jutunk. Mennyi a két
sorozat els6 harom tagja?

2. Daninak két kedvenc tantargya van, a matematika €s a biologia. Az egyik délutan egy kisallat-
kereskedés akvariumaban megszamolta a nagy piros €s a kis csikos halakat. A nagy piros halak szama
p, a kis csikosaké c. Testvérének, Katanak nem arulta el, hany halat szamolt meg, de a kovetkezoket
elmondta neki: ,,A 4, a p és a ¢ szamok ebben a sorrendben egy mértani, a p, a ¢ €s a 40 szdmok pedig
ebben a sorrendben egy szamtani sorozat egymas utani tagjai.” Hany darab nagy piros és hany darab
kis csikos halat szdmolt meg Dani az akvariumban?

3. Kinga 10. sziiletésnapja ota kap havi zsebpénzt a sziileitdl. Az elsé Gsszeget a 10. sziiletésnapjan
adtdk a sziilok, és minden honapban 50 Ft-tal tobbet adnak, mint az azt megel6z6 hoénapban. Egy
bizonyos honapban, mikor éppen 1850 Ft volt a havi zsebpénze, sszeadta az addig kapott dsszes
zsebpénzét. Az 6sszeg 35100 Ft lett. Mennyi volt Kinga indulé zsebpénze, és hany honap telt el a 10.
sziiletésnapja 6ta?

4. A foiskolasok miiveltségi vetélkeddje a kovetkezd eredménnyel zarult. A versenyen induld négy
csapatbol a gyOztes csapat pontszama 4/3-szorosa a masodik helyen végzett csapat pontszdmanak. A
negyedik, harmadik és masodik helyezett pontjainak szdma egy mértani sorozat harom egymast
kovetd tagja, €s a negyedik helyezettnek 25 pontja van. A négy csapatnak kiosztott pontok szama
Osszesen 139. Hatdrozza meg az egyes csapatok altal elért pontszamot!

5. Egy derékszogli haromszdg oldalhosszai egy szamtani sorozat egymast kdvetd tagjai, a legrovidebb
oldala 4 egység hosszu. Szamitsa ki a haromszog masik két oldalanak hosszat!

6. Egy szamtani és egy mértani sorozatnak kozos az elsd és a masodik eleme, a mértani sorozat
harmadik eleme eggyel nagyobb a szamtani sorozat harmadik eleménél, és harommal nagyobb a
mértani sorozat elsé eleménél. Irjuk fel mindkét sorozat elsd 6t elemét.

7. Egy nem allandé szamtani sorozat tagjai pozitiv egész szdmok. Az els6 négy tag 6sszege egyenld
a rajuk kovetkezé harom tag dsszegével. Szamitsa ki az elsd 15 tag 0sszegét, ha tudjuk, hogy ez az
0sszeg nagyobb 900-nal, de kisebb 1000-nél!

8. Egy szamtani sorozat elsé két tagjanak 0sszege egyenld a differencia 6tszordsével. A sorozat elsé
10 tagjanak 0sszege 195. Melyik ez a szamtani sorozat?

9. Eva egy 7x7-es tablazat bal felsé mez6jétdl kezdve, balrol jobbra haladva, sorrdl sorra beirta egy
szamtani sorozat elsd 49 tagjat ugy, hogy a tagok sorrendjét nem valtoztatta meg. (A sorozat 1. tagja
a bal fels6 sarokba kertilt, a 8. tag a méasodik sor elsé mezdjébe, a 49. tag pedig a jobb als6 sarokban
all.) Mennyi a tablazatba irt 49 szam sszege, ha Eva a harmadik sor harmadik mez&jébe a 91-et, az
otodik sor 6todik mezdjébe pedig a 11-et irta? (Lasd az abrat a XI. fejezet 33. feladatanal.)



10. A sériilt olajkutat végiil sikertilt elzarni, igy az olajfolt tertiletének novekedése megallt. Ekkor
kezdték meg az olajszennyezés eltavolitasat. A kornyezetvédelmi hatosag a 12 400 m? teriiletii
olajfolt megsziintetésére 31 napos hataridét szabott meg. Az elsé napon még csak 130 m2-rl sikeriilt
eltavolitani az olajfoltot (igy a teriilete 12 270 m? lett), de a teljesitményt ndvelni tudtik: az egy nap
alatt megtisztitott teriilet mérete minden nap ugyanakkora értékkel nétt. Mekkora ez a napi
novekedés, ha pontosan az eldirt hataridére sikertilt a 12 400 m2-es olajfolt teljes eltavolitasa?

11. Egy szamtani sorozat differencidja 1,6. A sorozat elsd, harmadik és hetedik tagjat (az adott sor-
rendben) tekinthetjiik egy mértani sorozat elsé harom tagjanak is. Hatarozza meg ezt a harom szamot!

12. Egy mértani sorozat hanyadosa > @ sorozat elsé ot tagjanak Osszege 852,5. Hatdrozza meg a
sorozat elsd tagjat! Szamitésai sordn ne hasznaljon kozelitd értéket!

13. a) Az {a,} szamtani sorozat els6 és harmadik tagjanak 6sszege 26, a masodik és negyedik tagjanak
Osszege pedig 130. Adja meg a sorozat 6tddik tagjat!
b) A {b,} mértani sorozat els6 és harmadik tagjanak Osszege 26, a masodik és negyedik tagjanak
Osszege pedig 130. Adja meg a sorozat 6todik tagjat!

14. a) Egy szamtani sorozat elso tagja 5, differencidja 3, az els6 n tag 0sszege pedig 4900. Hatarozza
meg n értékeét!

b) Egy mértani sorozat els6 ¢s masodik tagjanak 6sszege 6, harmadik és negyedik tagjanak dsszege
pedig 96. Adja meg a sorozat elsé tagjat és hanyadosat!

15. a) Egy szamtani sorozat 20. tagja 108. A sorozat els6 20 tagjanak dsszege 1115. Szamitsa ki a
sorozat elsd tagjat és differencidjat!

b) Egy mértani sorozat elsd tagja 3, és hanyadosa is 3. A sorozat elsé n tagjanak szorzata 3435.
Szamitsa ki n értékét!

16. Négy szam koziil az elsé hdrom szam egy szdmtani, az utolsé hdrom szdm pedig egy mértani
sorozat egymast kovetd harom tagja. Az elsé szdm a 3, a negyedik szdm a 25. Hatdrozza meg a masik
két szamot!

II.

17. Egy pozitiv tagokbol all6 mértani sorozat elsé harom tagjanak Osszege 26. Ha az els6 taghoz
egyet, a masodikhoz hatot, a harmadikhoz harmat adunk, akkor ebben a sorrendben egy szdmtani
sorozat els@ harom tagjat kapjuk. Adja meg ennek a szdmtani sorozatnak az els@ harom tagjat!

18. Legyen a;, a,, as,...,a,; egy szamtani sorozat elsd huszonegy tagja. Koziiliik a paratlan
sorszdmuak 0sszege 15-tel nagyobb, mint a paros sorszdmuak 0sszege. Tudjuk tovabba, hogy
a,o = 3a,. Hatarozza meg az a5 értékét!

19. Egy négyzet alapt egyenes hasab alapéle 18 egység, testatloja 36v2 egység. Az alapél és a
testatlo hosszat — ebben a sorrendben — tekintsiik egy mértani sorozat elsd és negyedik tagjanak!
Igazolja, hogy az alaplap atlojanak hossza ennek a sorozatnak masodik tagja!

20. Egy pozitiv szamokbol 4ll6 mértani sorozat elsd harom tagja: a, b, c. Ha az elsd két tag valtozat-
lanul hagyasa mellett a harmadik tagot (a + 2b)-vel csokkentjiik, akkor egy szamtani sorozat elsd
harom tagjdhoz jutunk. Az a, b + 9, ¢ szdmok ebben a sorrendben ugyancsak egy szamtani sorozat
egymast kovetd tagjai. Hatarozza meg az a, b és ¢ szamokat!



21. Egy mértani és egy szamtani sorozatnak is 1 az elsd tagja, ¢s mindkét sorozat hatodik tagja (—1).
a) Sorolja fel mindkét sorozat elsd 6t tagjat! b) Milyen pozitiv egész n-re lesz a két sorozat elsé n
tagjanak 0sszege ugyanakkora?

22. Egy mértani sorozat elsd harom tagjanak Osszege 91. A hatodik, a hetedik és a nyolcadik tag
Osszege 2912. Hany tizenharom jegyli tagja van a sorozatnak?

23.Adottazan:$-l-i- 1

73 75 7 - 72n-1"’
509

n € N7 sorozat. Melyik az a legnagyobb n természetes szam,
amelyre a, > 49~

24. A Robotvezérelt Elektromos Kisautok Nemzetkozi Versenyén a versenyzok akkumulatorral haj-
tott modellekkel indulnak. A magyar versenyaut6 az els6 6raban 45 kilométert tesz meg. Az akkumu-
lator teljesitményének csokkenése miatt az autd a masodik 6raban kevesebb utat tesz meg, mint az
elsé oraban, a harmadik oraban kevesebbet, mint a méasodikban, és igy tovabb: az indulas utani n-
edik 6éraban megtett Gitja mindig 95,5%-a az (n — 1)-edik 6raban megtett Gtjanak, aholn € N, n > 1.
Hany kilométert tesz meg a tizedik 6rdban a magyarok versenyautdja? Valaszat egész kilométerre
kerekitve adja meg!

25. a) Egy balatoni cukraszdéban a nyari szezon els6 napjan eladtak 166 gomboc fagyit. Mivel egyre
jobb lett az idd, igy 2 héten keresztiil minden nap tobb fagyi fogyott; minden nap 17 gomboccal tébbet
adtak el, mint a megeldz6 nap. a) Hany gomboc fagyit adtak el a 14. napon. b) A cukraszda tulajdo-
nosa eldszor 2000 gomboe fagyinak megfeleld nyersanyagot tarolt. Hany nap alatt fogy el ez a
mennyiség, ha minden nap 17 gomboccal tobb fagyi fogy el, mint az el6z6 napon?

26. a) Igazolja a kovetkez6 allitast: ha egy négyszog szogei valamilyen sorrendben egy szamtani
sorozat egymast kovetd tagjai, akkor a négyszog hurnégyszog vagy trapéz! b) Fogalmazza meg az
el6zo allitdas megforditasat, és dontse el a megforditott allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat
indokolja!

27. A gyerekek masfajta diszeket is készitettek ugy, hogy szines
kartonlapra nyomtatott kor alaku képeket négy-négy egyenes
vagassal vagtak koril. Az egyik ilyen modon kapott
érintdnégyszog alakl fliggddisz oldalainak hossza (valamilyen
sorrendben) egy szamtani sorozat négy szomszédos tagja. A
négyszog egyik oldala 23 cm, a keriilete pedig 80 cm. Mekkora
lehet a négyszdg masik harom oldaldnak hossza?

28. Egy szamtani sorozat elsd 6t tagjanak 6sszege 852,5; elso tiz tagjanak 6sszege pedig 2330.
Szamitsa ki a sorozat els6 tagjat és differenciajat!

29. a) Igazolja, hogy nincs olyan 2-nél nagyobb n egész szam, melyre (n) , (n) , (g) (ebben a sor-
rendben) egy mértani sorozat egymast kdvetd tagjai!

b) Hatarozza meg azokat az 5-nél nagyobb n egész szamokat, melyekre (n) , (151) , (n) (ebben a sor-
rendben) egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai!

30.
b) Hatarozza meg p és r értékét, ha a(1), A(3) és h(4) (ebben a sorrendben) egy szamtani, (1), h(2) és
h(4) pedig (ebben a sorrendben) egy mértani sorozat egymast koveto tagjai!



31. a) Egy szamtani sorozat harmadik tagja 5, tizenharmadik tagja 22. Hatdrozza meg a sorozat elsd
100 tagjanak Osszegét!

b) Egy szamtani sorozat els6 tagja 91, differencidja 2. Hatarozza meg azt az n pozitiv egész szamot,
amelyre a sorozat elsé n tagjanak dsszege n3.

c) Egy mértani sorozat els6 tagja 1,6, hanyadosa 2. Az elso tagtol kezdve legalabb hany tagot kell
Osszeadni, hogy az 0sszeg nagyobb legyen egymilliardnal?

I11.

32. Bizonyitsa be, hogy egy mértani sorozat elsd n elemének, masodik n elemének €és harmadik n
elemének Osszege egy mértani sorozat harom egymast kovetd eleme!

33. Az {a,}, {b,}, {cn} egész szamokbdl allo mértani sorozatok. Az egyes sorozatok hanyadosai és
bizonyos tagjai kozott a kovetkezd 0sszefliggések érvényesek:

(1) a;, by, c; ebben a sorrendben egy olyan mértani sorozat egymast kdvetd tagjai, amelynek 2 a
hanyadosa

(2) {an}, {bn}, {cn} sorozatok hanyadosai ebben a sorrendben egy olyan szamtani sorozat
szomszédos tagjai, amelynek 1 a kiilonbsége

3)a, + by +c, =24

(4)cy +c, +c3 =84

Adja meg mindharom eredeti mértani sorozat elsé harom tagjat!

34. Egy iskola egyéni sakkbajnoksaganak dont6jében minden versenyzd egyszer jatszott a tObbi
dontébe jutott versenyzdvel. A verseny végén kideriilt, hogy a versenyzok elért pontszamai egy
szigortian novekvo szamtani sorozat egymast kdvetd tagjai. Hanyan versenyeztek a dontében és hany
pontja volt a gydztesnek, ha az utolsd helyezett Gsszesen 1 pontot szerzett? (A sakkversenyen
gy6zelemért 1 pont, dontetlenért 0,5 pont, vereségért 0 pont jar.)

35. Harom teljes graf pontjainak szdma egy ndvekvo szamtani sorozat harom egymast kovetd tagja.
Igazolja, hogy a harom graf éleinek szama ekkor nem lehet egy szamtani sorozat harom egymast
koveto tagja! (Teljes graf: olyan egyszerti graf, melynek barmely két pontja k6zott van €l.)

36. Egy mértani sorozat n-edik tagjaa, = 2 - (— %)n (nez*)

a) Hatdrozza meg azt a legkisebb n értéket, amelyre |a,| < 1077

b) Hatdrozza meg a mértani sorozat elso tiz tagjdnak osszegét. Valaszat —% alakban adja meg, ahol
k és m relativ primek.

A b, sorozat n-edik tagjab, = 2 - (— %)n +2.(nezZt)

Igazolja, hogy minden pozitiv egész n-re 2 - b, — b, —b, = 0.

VI. Halmazok

1-4.

A logikai szita formula:
két halmazra: |A U B| = |A| + |B| — |[A N B
harom halmazra: [AUBUC| = |[A| + |B|+|C|—|AnB|—|AnC|—|BNnC|+|]AnBnC|



I.

1. Anett és Berta egy irott szoveget figyelmesen atolvasott. Anett 24 hibat talalt benne, Berta 30-at.
Ezek kozott 12 hiba volt csak, amit mindketten észrevettek. Késobb Réka is atnézte ugyanazt a —
javitatlan — szoveget, €s 6 is 30 hibat talalt. Réka az Anett altal megtalalt hibakbol 8-at vett észre, a
Berta éltal észleltekbdl 11-et. Minddssze 5 olyan hiba volt, amit mind a harman észrevettek.

a) Egyiitt 6sszesen a szoveg hany hibajat fedezték fel? b) A megtalalt hibak hany szazalékat vették
¢észre legalabb ketten?

2. Egy orszag 6t nagyvarosaban 0sszesen 27 bevasarlokozpont miikddik. Koziilik 12-ben van mozi,
16-ban van étterem ¢€s 13-ban van automosé szolgaltatds. Harom olyan bevasarlokézpont van, ahol
mindharom szolgéltatast nytjtjak. A mozival rendelkezd bevasarlokdzpontok koziil 5-ben nincs
autdémoso, az étteremmel rendelkezok koziil pedig 5-ben van mozi. Kilenc olyan bevasarlokdzpont
van, melyekben e szolgaltatdsok koziil csak étterem van. Hany olyan bevésarlokdzpont van az
orszagban, melyben pontosan két szolgaltatast nytjtanak e harom koziil?

3.Az 1,2, 3, ...... , 1 pozitiv egész szamok felhasznalasdval halmazokat képeztiink a kdvetkezd
moédon: A halmaz a paros szamok halmaza. B halmaz a 3-mal oszthatdé szamok halmaza. C halmaz
az 5-tel oszthat6 szdmok halmaza. Ha az A N B N C halmaznak 2 eleme van, akkor hany eleme lehet
az (A N B) \ C halmaznak? Ha a B \ (A U C) halmaznak 9 eleme van, akkor hany eleme lehet a C \
(A U B) halmaznak?

4. Az A, B, C halmazok mindegyike az {1, 2, 3, 4, 5, 6} halmaz részhalmazai. Hatarozzuk meg
6ket, ha tudjuk a kovetkezéket: AN B = {2}, (AUB) nC = {5, 6}, A\C={2, 3, 4},C\B ={1, 5}

5.Az {1, 5, 6, 7, 8, 9, 10} halmaz A, B, C részhalmazairdl tudjuk, hogy AN B = {10}, A\B =
{7, 8, 9} (AUB)\C={1, 8, 9, 10}, C\B = {5, 6, 7}. a) Hatarozzuk meg az A, B, C halmazokat.
b) Abrazoljuk Venn-diagrammal. ¢) Hany elemii az A N B N Chalmaz?

d) Hany elemt az (A U B) N C halmaz?

6. Az A és a B halmazokrol a kovetkezdket tudjuk:
a) |A| = 8, |B| =6, és |B\A| = 4. Hatarozzuk meg |A U B|-t és |A N BJ-t.

b) |A| =7, |AUB| =15, és |A n B| = 3. Hatarozzuk meg A\B és B\A elemszamat.
c) A a hattal, B a héttel oszthato kétjegyii szamok halmaza. Hatarozzuk meg |A U B|-t és |A N BJ-t.
d) |A| = 7, |B| = 10 Mekkorak lehetnek a kovetkez6 értékek? |A U B[,|A N B|, |A\B|, |B\A|

7. Egy 28 f0s érettségizd osztalyban Osszeszamoltak a nyelvvizsgakat, és a kovetkezd eredményre
jutottak. Tiz fonek van csak angol, 4 fonek csak angol és német, 3 fonek van csak német és francia
nyelvvizsgdja. A német nyelvvizsgdk szama 11, az angol vagy francia nyelvvizsgdké pedig 21.
Ugyanannyian tettek csak francia vizsgat, mint ahanyan csak francia és angol vizsgat. Senkinek sincs
harom nyelvvizsgéja. a) Hany didknak van pontosan egy vizsgdja? b) Hanyan nem rendelkeznek
nyelvvizsgéaval az osztalyban?



U

8. Legyen az U alaphalmaz a legalabb 4 pontu egyszerii grafok
halmaza. Az F halmaz az U elemei koziil pontosan azokat
tartalmazza, amelyek fagrafok, a G halmaz pontosan azokat,
amelyek Osszefiiggd grafok, a H halmaz pedig pontosan
azokat, amelyek 6 ponta grafok.

a) Az abran satirozéssal jeldlje meg, és halmazmiveletekkel
is adja meg az U-nak azt a részhalmazat, amelyik iires halmaz!
b) A megadott Venn-diagram minden egyes tovabbi részébe
rajzoljon pontosan egy lehetséges grafot!

9. Legyen a H alaphalmaz az egyvaltozos valos fiiggvények halmaza, M, K és A pedig a H kdvetkezd
részhalmazai:

M = {az értelmezési tartomanyukon szigoran monoton novekedoé fiiggvények};

K = {az értelmezési tartomanyukon konvex fliggvények};

A = {alulrdl korlatos fiiggvények}

a) Helyezze el az alabbi hozzarendelésekkel megadott
figgvények betiijelét az abra megfelelo részébe!

ffR>R, X sinx
1
aR\{0} >R, xb>-—
x

hR >R, x 27
i R"U{0} >R, x> Jx

b) Jeldlje az abran satirozassal a (K N A) \ M halmazt, és hozzarendelési szabalyaval adjon meg egy
olyan j fliggvényt, amely ebbe a halmazba tartozik!

10. a) Satirozza be a bal oldali &bran a B \ (A N C) halmazt!

A B y

C C

b) Adja meg halmazmiiveletek segitségével a jobb oldali dbran sziirke szinnel jelzett részhalmazt!
Legyen a H alaphalmaz a fiiggvények halmaza, Z, K és P pedig a H kdvetkez6 részhalmazai:

Z = {zérushellyel rendelkez0 fiiggvények};

K = {kolcsonosen egyértelmii fiiggvények};

P = {paratlan fliggvények}

c) Helyezze el a kovetkezd hozzarendelésekkel megadott fiiggvények betlijelét az abra megfeleld
részébe.

ffR—>R, .\’l—)’.\"

g R >R, x>y +2

hR" > R x> lgx

ii: R> R, xt>sinx



II.

11. Egy 30 f6s tudoscsoport a szamitogépeknek a kutatasban, az oktatdsban és a kommunikécioban
betoltott szerepével foglalkozik. Koziiliik mindenki publikalt mar legaldbb az egyik témaban. A cso-
port tagjai koziil 12-en irtak mar tanulmanyt a szamitogép kutatasban betoltott szerepérdl, 18-an a
szamitogép oktatasban betdltott szerepérdl, és 17 tuddsnak jelent meg tanulmanya a szamitégépnek
a kommunikacidoban betoltott szerepérol. A csoportban 7 olyan tuddés van, aki a fentiek koziil
pontosan két témakdrben jelentetett mar meg tanulményt. a) Egy televizios beszélgetésre véletlen-
szerlien kivalasztanak a csoport tagjai koziil egy tuddst. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy a kiva-
lasztott tudésnak mindharom témakdrben jelent mar meg tanulmanya? b) Hany olyan tudds van a
csoport tagjai kozott, aki kifejezetten specialista, azaz csak az egyik témakorben jelent meg tanulma-
nya?

12. Egy zeneiskolaban harom hangszeren: zongoran, gitdron és szaxofonon lehet tanulni. Tavaly 18
tanul6 iratkozott be a zeneiskoléba. Koziiliik mindenki egy vagy két hangszeren tanult jatszani, harom
hangszeren egyikiik sem. Tizendten tanultak zongorazni, nyolcan gitarozni és heten szaxofonozni.
a) Hanyan tanultak pontosan két hangszeren jatszani?

Ebben a zeneiskoldban nem volt olyan didk, aki tanult volna gitarozni is és szaxofonozni is. A csak
egy hangszeren tanuldk koziil azok, akik szaxofonozni tanultak, kétszer annyian voltak, mint azok,
akik gitarozni tanultak.

b) Hanyan voltak, akik zongorazni és gitarozni is tanultak? Hanyan voltak, akik zongorazni és szaxo-
fonozni is tanultak?

13. Egy egyetem mesterképzdjére jelentkezd 29 hallgaténak nyilatkoznia kellett arrol, van-e angol,
német vagy francia nyelvvizsgéjuk. Mindenki véalaszolt mind a harom kérdésre. A jelentkezdk koziil
angol nyelvvizsgédja 22, német 18, francia 18 hallgatonak van. 12 hallgatonak német és francia
nyelvvizsgdja is van, de koziiliik 3 fonek nincs angol nyelvvizsgaja. Az angol nyelvvizsgaval
rendelkezdk koziil 7-nek nincs német és 8-nak nincs francia nyelvvizsgdja. Hanyan vélaszoltak
mindharom kérdésre igennel és hanyan vélaszoltak mindharom kérdésre nemmel?

14. Egy 32 {0s érettségizd osztaly tanuloi harom kiilonbdzd tancot mutatnak be a szalagavato balon.
A kovetkezd tablazat az egyes tancokban fellépd didkok szamat mutatja nemenkénti bontasban.

Keringd | Kan-kin | Hip-hop | Egvik sem
Lany 9 O 10
Fia 9 0 4

bt | B

Van két olyan lany, aki mindhdrom tancban fellép, ugyanakkor nincs olyan fili az osztalyban, aki
egynél tobb produkcidban részt venne. Az osztaly tanuloi koziil egyet véletlenszeriien kivalasztva,
mennyi a valdszinlisége annak, hogy az illetd pontosan két tancban szerepel?

15. Egy kisvarosi gimndziumnak 366 novendéke van. A 12. évfolyamra 84-en jarnak, koziiliikk 22
kollégista. A kollégiumban 6sszesen 124 didk lakik.

a) Hany olyan diak van az iskoldban, aki nem 12-es és nem is kollégista?

b) A harom 12-es osztalyba (A, B és C) jar6 tanulok szama egy d = 3 differenciaji szamtani sorozat
egymast kovetd tagjai. Az A és B osztdlyokban ugyanannyi kollégista van, a C osztalyban pedig
eggyel tobb. Hany nem kollégista didk jar az egyes 12. évfolyamu osztalyokba?

16. Egy varos 18 étterme koziil 11-ben reggelit, 11-ben vegetarianus meniit lehet kapni, €s 10-ben
van felszolgalas. Mind a 18 étterem legalabb egy szolgéltatast nyujt az eldz6 harom koziil. Ot étte-



remben adnak reggelit, de nincs vegetarianus menii. Azok koziil az éttermek koziil, ahol reggelizhe-
tiink, 6tben van felszolgalas. Csak egy olyan étterem van, ahol mindharom szolgéltatds megtalalhato.
a) Hany étteremben lehet vegetaridnus meniit kapni, de reggelit nem? b) Hany olyan étterem van,
ahol felszolgalnak vegetarianus mentit?

17. Egy matematikaverseny dontdjében a résztvevd didkoknak 3 feladatot kellett megoldaniuk.
Aranyérmet azok kaptak, akik mindharom feladatot megoldottak, eziistérem azoknak jart, akik két
feladatot oldottak meg, bronzérmet pedig azok, akik 1 feladatot tudtak megoldani. (A részt vevd
diakok mindegyike megoldott legalabb 1 feladatot.) Az els6 feladatot 19-en, a méasodikat 21-en, mig
a harmadikat 16-an oldottdk meg. Két didk kapott aranyérmet, 12-en kaptak eziistérmet.

a) Hanyan kaptak bronzérmet? b) Mit mondhatunk azok szamarol, akik csak a 2. feladatot oldottak
meg.

18. Egy lakodalomban hiromféle oriastortat szolgaltak fel a résztvevOknek: csoki-, puncs- €s
almatortat. A csokitortat 49-en kostoltdk meg, a puncsbdl 36-an ettek, mig az almatortabol 43
résztvevo fogyasztott.

a) 24 olyan résztvevd volt, aki pontosan kétfajta tortdbol evett. A menyasszony és a vilegény
mindharom tortat megkostolta. Legfeljebb hanyan lehettek azok, akik csak egyfajta tortabol ettek?
b) Mindharom tortabol 3-an fogyasztottak. Azok szama, akik ettek csokitortat, de nem ettek puncsot:
42. Akik csak puncsot ettek 17-en, akik csak almasbdl ettek 12-en voltak. Hany résztvevdje volt
ennek az eskiivonek, ha minden résztvevd evett valamilyen tortat?

19. Egy osztaly tanuléi matematikadolgozatot irtak, melynek sordn harom feladatot kellett
megoldaniuk. Az elsé feladatot Osszesen 22-en oldottdk meg, koziilik a masodik feladatot is
megoldotta 16 tanuld. Azok, akik mindh4rom feladatot megoldottak, haromszor annyian voltak, mint
akiknek csak az elso feladat sikeriilt. Azok, akik csak az elsé két feladatot tudtdk megoldani, két és
félszer annyian voltak, mint akik csak az els6t és a harmadikat.

Héany tanul6 oldotta meg mindharom feladatot?

20.

Egy kék és egy z6ld dobokockaval dobunk, a dobas kimenetele egy
szampar. Jelolje (£, z) a dobasnak azt a kimenetelét, amikor a kék A B
kockaval dobott szam £, a z6ld kockaval dobott szam pedig z.
Legyen a H alaphalmaz a dobas kimeneteleként megkaphato dsszes
lehetséges (k, z) szampar halmaza.

Az A, B és C részhalmazokat a kovetkezoképpen definidljuk:

A= {(k, 2)| a k+ z dsszeg prim}
B={(k,2)|a k- z szorzat prim}
C={k2lk=z

"""""""""" C H

nem kell indokolnia.
I11.

21. Egy nyugdijas klub 61 tagjanak mindegyike részt vett a tavalyi harom kirdndulas valamelyikén.
Akik pontosan két kirdnduldson voltak, haromszor annyian vannak, mint akik mindharom kirandulé-
son részt vettek. Azok szama, akik csak az elsd, csak a masodik, illetve csak a harmadik kirandulason
vettek részt egy pozitiv tagu, 3 differencidju szdmtani sorozat szomszédos elemei. Azok szama, akik
az elsd és a harmadik, az els6 és a masodik, a mésodik és a harmadik kiranduldson vettek részt egy 1
differencidjii szamtani sorozat szomszédos elemei. Csak a masodik kiranduldson 10-nél kevesebben



vettek részt. a) Hanyan vettek részt az elsd, a masodik, illetve a harmadik kirdndulason? b) A legalabb
két kirandulason részt vevok haromnegyede nd, a mindharom kirdnduldson részt vevok fele nd volt.
Igazolja, hogy ha barmely két kirandulast kivalasztjuk, akik csak e két kirandulason vettek részt nem
lehetnek mindannyian férfiak!

22. Egy szivattyukat gyartd cég a selejtes termékeket visszavasarolja a forgalmazoktol, és a
selejtraktarban tarolja. A selejtes termékek hibajuk alapjan haromféle hibakddot kaphatnak. A
torott termékek ,, T, a hidnyos termékek ,,H” és az egyéb hibaval rendelkez6 termékek ,,E” kodot
kapnak. Egy termék tobbféle hibakodot is kaphat a hibai alapjan. A selejtraktarban az év végi
nyilvantartds szerint a csak T koddal, a csak H koddal és a csak E koddal rendelkezd termékek
darabszama megegyezik. Olyan selejtes termék nincs, amelynek haromféle kodja is van. T kodja
35 terméknek, H kodja 40, E kddja pedig 45 terméknek van. Kétszer annyi terméknek van T és E
kodja is, mint ahanynak T és H kodja is. Hany selejtes termék van a selejtraktarban?

VII. Exponencialis és logaritmusos vilag

1-24.

I.

1. Oldja meg az egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) lg(x+7)+1g(3x+1) =2 b) 2% =32+

2. Oldja meg az egyenletrendszert! Az x és az y valds szamokat jelolnek.
log,(2x +y) —log,(x — 1,5y) = 2
log;(x+y) +logs(x—y) =2 +logs 5
3. Oldja meg az egyenleteket!
1
a) 0,5271°805X =3 aholx >0, x €R b) 7 + 6logxz =log,x, ahol 1<x<2, x€R

4. A [-2; 5] intervallum mely legb&vebb részhalmazan értelmezhetd a

=~ kifeiezés?
g(x) E0212%—3)Igs kifejezés?

5. Oldjuk meg az egyenleteket: a) 4 - 2X*1 —3.2X =20 b)logs(x+ 1) + 3log,(x+ 1) =10
6. Oldiuk 1 . 1 V2x\ _ X+4 Xx+3 X _ ex+1 _ ex
. Oldjuk meg az egyenleteket: a) 3 lg( 271+ 3 =1 b) 2X7* 4 2¥7° 42X =5 5

7. Egy mikrobusz ara 14 milli¢ Ft. Ez a jarmii évente 12%-ot amortizalodik. a) Mennyi id6 mulva ér
mar kevesebbet a mikrobusz, mint az eredeti dranak a fele? b) Egy cég vasarolt egy ilyen mikrobuszt,
¢s egy masikat is, melynek értéke 17,5 millié Ft. Ez utdbbi évente 15%-ot amortizalodik. Kb. mennyi
1d6 mulva lesz a két mikrobusz értéke egyenld?

8.a) 3¥ 4 3¥*1 4 3%+2 = 65 b)3:2X—5.2%1 4 2x+1 =25 ) 4% + 2% = 30,
d)9¥+8=2-3*t1 e) logs(x + 1) -1 = loge(x-1)

9.a)lg(3x+ 1) >1g(5x— 2) b) log; x < g, c)logysx > 4



d)logy,x < 0,7 e) logos(x+5) < —11f)logy(5 —2x) <1

10. Oldja meg a valés szamok halmazan az egyenleteket! 258X = 5 + 4 . 518%

x+y=0,2
11. Oldja meg az egyenletrendszert (x és y pozitiv valos szdmok) 1gx+lgy 1 ﬂ}
2 2

12. A jarvény terjedésére vonatkozo6 elérejelzések szerint a nagyvarosban a fertdzottek szama minden
nap az el6zd napi érték 105%-4ara ndvekszik. Ha a ndvekedés iiteme az eldrejelzés szerint alakulna,
akkor hany nap alatt emelkedne a varos Osszlakossaganak 0,2%-ar6l az Osszlakossag 1%-ara az
Osszes fertdzott szama?

13. Oldja meg az egyenletet a valos szamok halmazan!
X X+1 X+2

SHERORE AT

. 1\ 2x+1 1\xt1
14. Oldja meg az egyenleteket a valos szamok halmazan! (5) + (3) = 324

15. Oldja meg az egyenleteket a valos szdmok halmazan!
logz(x+ 8) + logz(x —2) —logz(x+4) =1 3-9%x—3xt3=3%x_9

16. Egy kis szigeten €16 allatfajok populacidinak egyedszdmat egy modell szerint (jo kozelitéssel) a

kovetkez6 képlet adja meg: P(t) = Tt

crer

eltartoképessége (a becsiilt maximalis egyedszam, amit a sziget el tud tartani), k a populécié kezdeti
méretétdl, ¢ pedig a populacid ndvekedési sebességétdl fliggd allando.

a) Egy eml0Osfajra jellemz06 allandok érteke k = 1,5 és ¢ = 0,05. Tudjuk, hogy a vizsgalat kezdetétdl
szamitott 8 év elteltével 140 egyedbdl all a faj populacidja. Hatarozza meg a szigetnek az erre az
emldsfajra jellemz0 eltartoképessegét!

b) Egy ragcsalofaj esetén a sziget eltartoképessége 1500 egyed. Hatarozza meg az erre a populaciora
jellemzd k és c allandok értékét, ha a vizsgalat kezdetekor 200, 6t évvel késobb pedig 350 egyedbdl
allt a populacid!

c) Igazolja, hogy egy populacio P(t) egyedszdma a modell szerint soha nem haladhatja meg a sziget
(adott populaciora jellemz0) eltartoképességét

II.

17.Legyen A= {x €R, Vx—1=V5—x}ésB={x €R, logys(2x —4) > —2}.
Adjamegaz AU B, An B, B\ A halmazokat.

18. Adott az a,, = % . 7% . 7% e 7271_1, n € N* sorozat. Melyik az a legnagyobb n természetes szam,
amelyre a, > 497°0?

19. Oldjuk meg az egyenleteket: a)/log2 x — 4log, x + 4 = log, z



1
logy 2

b) log3 x — 4(logy x? — 4) = —— + 3lo8o* 0) 2V% — 21-VE = 1

20. Oldja meg az egyenletrendszert a valds szamparok halmazan:

1 1 _ _l 2
logzx  logy  2° log,(2x) +log,(2y)* =3

Xy2—15y+56 =1
21. Oldjuk meg a pozitiv egész szamparok halmazan a kovetkezd egyenletrendszert: }

y—x=5

22. Oldja meg az egyenletrendszert a valds szamparok halmazan:
log,(2x+y) —log,(2x—y) =1, x2 +y?> =9 + 2xy

23. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlStlenséget: 78X — 51+18x > 3. 5-1+lgx _ 13, 7-1+Igx

24. Oldja meg az egyenleteket a valoés szamok halmazan!

3%X45 2 50 2 50
a) > tTams 7 b) 2,5 + logs Vx + logsx+5 7

25. Oldja meg az egyenleteket a valos szamok halmazan! [log,(x — 4)| + log, x =5

26. Oldja meg az egyenletet a valos szamok halmazan! log;¢( 30 - 6* + 1) = log,s (S—IX)

27.
3log,x + 2loggx? = 34  63F1.2¥" =9x.24 X+l 4 —11.32x"14g. 3%+

X—1
28. Oldja meg a valos szamok halmazén az egyenletet! 226~ DOH+) = 433 (x # —4)

29. a) A laptopokban is hasznalt B tipusu littumion-akkumulatorok tdltéskapacitasa minden teljes
toltési ciklusndl az el6zd értékének koriilbeliil 0,06%-aval csokken. Hany szdzalékkal csdkkent az 1j
akkumulator t6ltéskapacitasa, ha 350 teljes toltési ciklust végeztek vele?

b) Egy B tipusti akkumuladtorral minden évben korilbeliil 200 teljes toltési ciklust végeznek.
(Tételezziik fel, hogy két toltési ciklus kozott mindig ugyanannyi id6 telik el.) Mennyi a felezési ideje
a kezdetben 0 akkumulator toltéskapacitasanak (azaz toltési kapacitasa mennyi 1d6 alatt csokken a
felére)?

30.
Amikor egy csésze forré folyadékot bevisziink egy szobaba, akkor a folyadék homérsekletének
valtozasat jo kozelitéssel — Newton lehiilési torvénye szerint — a kdvetkezo képlet irja le:

T(t)= H + (I(0) — H)-2¢.
A képletben T(¥) a folyadék homérséklete a vizsgalat kezdetétdl szamitott 7 perc elteltével, H a szoba
(dllandonak tekinthet6) homeérséklete, 7(0) a folyadék kezdeti homérséklete (7(0) > H), ¢ pedig a lehild
folyadékot jellemzo6 konstans. (A hémérsékletet °C-ban mérjiik.)
Egy csésze 75 °C-os kavet bevisziink egy 25 °C homérsékletii szobaba.
A kavéra jellemzo ¢ érték — 0,209.
a) Szamitsa ki, hogy negyedora milva milyen homérsékletii lesz a kavé!
b) A vizsgalat kezdetétol szamitva mennyi id6 milva hil le a kavé 25,5 °C homérsékletiire?
Egy csésze 85 °C-os homérsékletl kavét bevisziink egy ismeretlen homérsékletii szobaba. 10 perc alatt
a kavé 40 °C-ra hil le.

¢) Hatarozza meg a szoba homérsékletét!
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31. Oldja meg az egyenletet a valos szimok halmazan: 6 - (3'083 X)log3 * = (x2)logsx — 6075

32. A Robotvezérelt Elektromos Kisautok Nemzetkozi Versenyén a versenyzok akkumulatorral haj-
tott modellekkel indulnak. A magyar versenyaut6 az elsé oraban 45 kilométert tesz meg. Az akku-
mulator teljesitményének csokkenése miatt az autd a méasodik éraban kevesebb utat tesz meg, mint
az elsO 6raban, a harmadik 6raban kevesebbet, mint a masodikban, €s igy tovabb: az indulés utani n-
edik ordban megtett tja mindig 95,5%-a az (n—1)-edik 6raban megtett utjanak. A versenyen tobb
kategoridban lehet indulni. Az egyik kategoria versenyszabalyai lehetdvé teszik az akkumulatorcserét
verseny kozben is. A magyar csapat mérnokei kiszamitottdk, hogy abban az 6rdban még nem érdemes
akkumulatort cserélni, amelyikben az aut6é legalabb 20 km-t megtesz. b) Az induléstol szamitva
legkorabban hanyadik o6rdban érdemes akkumulatort cserélni?

A ,,Végkimeriilés” kategdridban a résztvevok azon versenyeznek, hogy akkumulatorcsere €s feltltés
nélkiil mekkora utat tudnak megtenni az autok. A vildgrekordot egy japan csapat jarmiive tartja 1100
km-rel. ¢) Képes-e megddnteni a magyar versenyaut6 a vilagrekordot a ,,Végkimeriilés™ kategoria-
ban?

33. Oldjuk meg az egyenleteket:
1+1g(3* 3 +15) =1g3 +1g(9* 3 —-1) JlogZx —10 - log, x + 25 = 5 — log, x

lg(4*2+9)—1g(2* 2+ 1) +1g2—-1=0

34. Oldja meg az egyenletrendszert a valos szamparok halmazan!
(41082%)/°8% = 37 (glog2y) °8x?
(310gzx)1°gy2 = 3. [327logz yz]l"gy2

35. Oldja meg az egyenleteket a valds szamok halmazén!
JlogZ(2x — 6) —log,(2x — 6)6 + 9 = log4%

36. Oldja meg az egyenletrendszert a racionalis szamok halmazan:

log,4—log22 = ——+———
OBx T 08y £ T log, x - log, y
4

log, 4 + logyy = >
37. Egy baktériumtenyészet szaporoddsat laboratoriumi koriilmények kozott vizsgaljak. Az elsd
ordban 4 mikrocellat fertéznek meg baktériumokkal. A masodik 6rdban a baktériumok szaporodni
kezdenek, igy tovabbi 3 cella fert6zddik meg. A megfigyelés szerint ezutan ,,szabalyszerlivé” valik a
baktériumok szaporodasa: minden 6rdban annyi 0j fertézott cella keletkezik, ahdny korabban
Osszesen volt. (A harmadik o6rdban 4 + 3 = 7 01 fert6zott mikrocella keletkezik, a negyedik 6rdban 14,
¢s igy tovabb.) Ha a baktériumok szaporodasahoz tovabbra is biztositanak a megfeleld koriilménye-
ket, akkor az 6sszes fert6zott mikrocella szama hanyadik 6rdban haladna meg a tizmilliot?



VIII. Szazalékszamitas

84-86.

1. Adott egy kék és egy piros kocka. A piros kocka  évben novekedett. Ezzel a feltételezéssel élve

felszine 25%-kal kisebb, mint a kék kocka — milli6 fére kerekitve — hany lakosa lesz
felszine. Hany szédzalékkal kisebb a piros kocka  Pakisztannak 2020-ban? (Az évi széazalékos
térfogata, mint a kék kocka térfogata? novekedés két tizedesjegyre  kerekitett
értékével szamoljon!)

1988 2050 (elirejelzés)
2. Az ENSZ 1996-ban megjelent tablazatinak egy Sorrend | Orszig | (RSSE | omaig | RS
részlete a nyolc legnagyobb népességszami LK 1= inda 2
orszag népességi adatait tartalmazza 1988-ban, ¢s 3 | Bayesilt Allamok | 274 Pakisztan 357
egy népesedésdinamikai modell eldrejelzése 4 ndonédy 2 ii‘;‘:“-"”am“" e
alapjan 2050-ben. 6 | Oroszorszig 148 Indonézia 318
Feltételezziik, hogy Pakisztan lakossaga 1988 ¢és : j’:"“ o Ed‘g}‘d o
2050 kozott minden évben  ugyanannyi orTd Populaion Prospecis: The 1996 Revison]

szdzalékkal nd, mint amennyi szézalékkal az el6z6

3. Egy kereskeddcég bevételei két forrdsbol szarmaznak: bolti arusitasbol és internetes eladasbol.
Ebben az évben az internetes arbevétel 70%-a volt a bolti arbevételnek. A cég vezetdi arra szamita-
nak, hogy a kovetkezd években az internetes eladdsokbol szarmazo arbevétel évente az el6z6 évi
internetes arbevétel 4%-aval n6, a bolti eladasokbol szarmazo arbevétel viszont évente az €l6z6 évi
bolti arbevétel 2%-aval csokken. Szamitsa ki, hany év mulva lesz a két forrasbol szarmazo arbevétel
egyenld!

4. A tavaszi idény utolsé bajnoki mérkdzésén a Magas Fiuk

Kosarlabda Klubjanak (MAFKK) teljes csapatabol heten Tatkos | obasi
; i1 s I ; ” r ; . kisérletek | Dobodszazalék

Iéptek palyara. A mérkdézés utdn az edzd elkészitette a hét mezszima | T

Jatékos egyéni statisztikdjat. A tablazat mutatja a jatékosok 4 2 50
dobasi kisérleteinek szamat és az egyes jatékosok dobdsza- 2 130 600
zalékat egészre kerekitve. (A dobdszéazalék megmutatja, 7 8 25
hogy a dobasi kisérleteknek hany szazalé¢ka volt sikeres.) 10 7 43
Szamitsa ki, hogy mennyi volt a csapat dobdszéazaléka ezen g 164 ;;

a mérk6zésen!

5. Egy pénzintézet a tdle felvett H forint 6sszegli hitel visszafizetésekor havi p%-os kamattal szamol
neg_
(p > 0), ezért az ados havi torlesztérészletéta t, = H - %képlettel szamitja ki (minden honapban

ekkora Osszeget kell visszafizetni). A képletben q = 1 + %, az n pedig azt jelenti, hogy 0sszesen
hany honapig fizetjiik a torlesztérészleteket (ez a hitel futamideje). Fogyasztasi cikkek vasarlasara

1,6 milli6 forint hitelt vettiink fel a pénzintézettdl; a havi kamat 2%. Osszesen hany forintot fizetiink
vissza, ha 72 honap alatt torlesztjiik a felvett hitelt? Valaszat ezer forintra kerekitve adja meg!

6. Egy olajkut meghibasodasa miatt a tenger feliiletén 0sszefiiggd olajfolt keletkezett. A szakemberek
mitholdak segitségével 15 percenként megmérték a folyamatosan ndvekvd olajfolt teriiletét, és ugy
tapasztaltak, hogy az minden alkalommal 2%-kal nagyobb, mint az el6zé érték volt. Ha az elsd

megfigyeléskor 400 m2 volt az olajfolt kiterjedése, akkor mekkora lesz a teriilete egy nap mulva?



7. A piac egyik eladdjahoz friss eper érkezett. Az elado eredetileg azt tervezte, hogy az 1. osztalya
epret 800 Ft/kg, a II. osztalyt 650 Ft/kg, a III. osztalyut pedig 450 Ft/kg egységaron értékesiti. A
piacon azonban tulkinalat volt eperbdl, ezért ugy dontdtt, hogy az Gsszes epret egy kupacba onti Gssze,
¢s akcios egységaron arulja. Az akcids eladési egységar kialakitasakor igy szdmolt, hogy ha az 6sszes
epret ezen az egységaron adja el, akkor a bevétele (koriilbeliil) 15%-kal lesz csak kevesebb, mint azt

eredetileg tervezte. Mennyi legyen az akcids egységar, ha az 6sszedntott eper 35%-a 1. osztélyﬁ%része

II. osztalyu, a tobbi 33 kg pedig III. osztalyu volt eredetileg? Valaszat egész értékre kerekitve adja
meg!

8. Egy kiilfoldi utazas teljes ara vasuti menetjegye tavaly 209 eurdba keriilt. A menetjegy arat fél
évvel ezel6tt p eurdval felemelték, majd a mult héten p szazalékkal csokkentették (p > 0). Igy a me-
netjegy ara 189 eur¢ lett. Hatarozza meg p értékét!

9. A feljegyzések szerint a millennium évében, 1896-ban a sikld dsszesen 670 ezer utast szallitott.
Tételezziik fel, hogy a sikld egy napi lizemidejel4 oOra volt, s kéthetente egy napra karbantartas
céljabol leallitottak a kozlekedését, azaz megkdzelitdleg 340 napot lizemelt az év sordn. A menetek
kozti atlagos kovetési idokoz 10 perc volt. Akkoriban egy-egy kocsi egyszerre 22 utast szallithatott.
A palyan Osszesen két kocsi kozlekedik: egy menetben az egyik felfelé¢, a masik lefel¢ halad
ugyanabban az id6ben.

b) A megadott adatok alapjan szamitsa ki, hogy kb. hany szadzalékos volt a féréhelyek atlagos
kihasznaltsaga 1896-ban!

10. Egy szoveget ketten lektoralnak, Aliz és Hanna. Aliz az 8sszes hiba p%-at fedezte fel, és a Hanna
altal felfedezett hibaknak is éppen a p%e-at talalta meg. A szovegben Aliz 35, Hanna 40 hibat vett
¢észre, ezek koziil 28 hibat mindketten észrevettek. Az 0sszes hiba koziil hanyat nem vett észre
egyikiik sem

II.

11. Az érett szilva tomegének kb. 5%-a a mag tomege. A kimagozott szilva atlagosan 90% vizet és
10% tUn. szarazanyagot tartalmaz. A szilva aszaldsakor a szaritasi technoldgia soran addig vonunk el
vizet a kimagozott szilvabol, amig a megmaradt tomegnek csak az 5%-a lesz viz, a tobbi a valtozatlan
szarazanyag-tartalom. Az igy kapott terméket nevezziik aszalt szilvanak. Mutassa meg, hogy 10 kg
leszedett szilvabol 1 kg aszalt szilva allithat6 eld!

12. Andras edzétaborban késziil egy uszdversenyre, 20 napon at. Azt tervezte, hogy naponta 10 000
métert Uszik. De az elsd napon a tervezettnél 10%-kal tobbet, a masodik napon pedig az el6z6 napinal
10%-kal kevesebbet teljesitett. A harmadik napon ismét 10%-kal novelte az el6zOnapi adagjat, a
negyedik napon 10%-kal kevesebbet edzett, mint az el6z6 napon, és igy folytatta, paratlan sorszamu
napon 10%-kal tobbet, paroson 10%-kal kevesebbet teljesitett, mint a megel6z6 napon. Hany métert
uszott le Andras a hatodik napon?

13. Egy tujfajta, enyhe lefolyasu fertézObetegségben a nagyvarosok lakossaganak 5%-a betegszik
meg. A betegek 45%-a rendszeres dohanyos, a betegségben nem szenveddknek pedig csak 20%-a
dohényzik rendszeresen. Szamitsa ki, hogy a rendszeres dohanyosoknak és a nem dohanyosoknak
hany szazalé¢ka szenved az 0j betegségben! (Valaszat egy tizedes jegyre kerekitve adja meg!)

14. A varosban az egyik ruhakereskedéssel foglalkoz6 kisvallalkozas 80%-os haszonkulccsal dolgo-
zik. Ez azt jelenti, hogy példaul egy 10 000 Ft-os beszerzési értékii terméket 18 000 Ft-ért drulnak az
iizletiikben. Amikor akcids 1ddszak van, akkor a ,,rendes” eladasi arbol 50%-os arengedményt adnak
minden eladott termékre.



Mekkora volt az eladasbdl szarmaz6 arbevételnek és az eladott aru beszerzési értékének a kiillonbsége
(vagyis az ,,arnyereség”) a tavalyi évben, ha dsszesen 54 millio Ft volt az éves arbevétel, és ebbdl 9
millio Ft-ot az akcids iddszakban értek el?

15. Egy par kesztyli arat elészor p szazalékkal csokkentették, majd a csokkentett ar p+4,5
szazalékaval tovabb mérsékelték. A kétszeri arcsdkkentés utan a kesztytli 18,6%-kal olcsobb lett, mint
az arcsokkentések elott volt. Hatarozza meg a két arcsokkentés szézalékos értékét!

16. Egy zoldségarus vallalkozé egyik reggel 200 kg els6 osztalyu barackot visz eladasra a piacra.
Tapasztalatbol tudja, hogy az els6 osztalyu barack eladasi egységara €s a napi eladott mennyiség
kozott (jo kozelitéssel) linearis kapcsolat van (az eladott mennyiség az eladési egységar linearis
fliggvénye). Ha egész nap 500 Ft/kg aron kindlna a barackot, akkor varhatdéan a fele fogyna el, mig
ha 300 Ft/kg aron adna, akkor a 70%-a.

a) Mennyi lenne a zoldségarusnak az elsd osztalyu barack eladdsabol szarmazo bevétele, ha egész
nap 400 Ft/kg-os egységaron kinalna a barackot?

b) Igazolja, hogy ha egész nap x (Ft/kg) az els6 osztalyu barack egységara, y (kg) pedig a napi eladott

mennyiség, akkor a kozottiik 1évé kapcesolat: y = — %x +200 (0<x<1000)

17. Kovécs Ur 0j autdt vasarolt 5 millié forintért. Egy matematikai modell szerint az aut6 egy év alatt
elvesziti az aktualis értékének 12%-at.

a) Ha csak az értékvesztést vessziik figyelembe, akkor hany teljes év elteltével ér 1,5 millid forintnal
kevesebbet Kovacs ur autoja?

A Preciz Kft. havi amortizacidval (értékvesztéssel) szamolja ki a gépjarmii aktudlis értékét. (Havi
amortizacid: az autd értéke minden honapban az el6zd havi értékének ugyanakkora szazalékéaval
csokken.)

b) Mutassa meg, hogy ha az éves értékvesztés 12%-os, akkor a havi amortizacié megkozelitdleg
1,06%-o0s.

Kovacs ur szeretné eladni torésmentes €s jo allapota autdjat a Preciz Kft.-nek. A Kft. szordlapjan az
all, hogy kétféleképpen is kiszamitjak az autd aktualis értekét, és az eladd szamara kedvezdbb arat
garantaljak. I. modszer: a jelenlegi akcidjukban 12 honapot levonnak az aut6 valds életkorabol, majd
1,06%-o0s havi amortizacidoval szamoljak ki az autd értékét. II. mddszer: az autd altal megtett
kilométerek alapjan szamitjak ki az aut6 ,,életkorat” ugy, hogy évente atlagosan 15 000 km-es megtett
utat feltételeznek; ebben az esetben azonban 1,2%-o0s havi amortizaciéval szamolnak (az 1,06%
helyett), és nincsen 12 hénap kedvezmény.

c) Melyik szdmitasi modszer a kedvezdbb Kovacs ur szamara, ha az autdja 8 éves 5 honapos, és az
autd eddig 91 250 km utat tett meg?

I11.

18. Egy €kszerész vallalta, hogy elkészit 20 db egyforma tomegii ajdndéktargyat. Az egyes ajandék-
targyak a kovetkezd féldragakdvek valamelyikébdl késziiltek: achat, hematit, zold jade és granat. A
kész ajandéktargyakat a megrendeld atvételkor egyben lemérte. A 20 targy egyiittes tomege megfelelt
a megrendelésnek. Otthon egyenként is megmérte a targyakat, és kideriilt, hogy a féldragakovekbdl
készitett négyféle ajandéktargy koziil egyik sem a megrendelt tomegli. Az ugyanabbol az anyagbol
késziilteket egymassal azonos tomegiinek mérte. A harom achat targy mindegyike 1%-kal kisebb; a
hat darab hematit targy mindegyike 0,5%-kal kisebb, a hét zold jade targy mindegyike 1,5%-kal
nagyobb a megrendelésben szerepelt értéknél. A granat targyak tomege hany szézalékkal tért el a
megrendeléstdl?



19. Egy egyetem harom karan 6sszesen 10500 hallgatd tanul. Didkrektort valasztanak. A jeldltek:
Alkimista, Bagoly ¢és Flotas. A valasztason a hallgatok 76%-a vett részt. A szavazatok 90%-anak
Osszesitése utan a kovetkezé eredményekrol tudositott a kollégium radiosa: Alkimista szavazatainak
szama 2014, Bagoly¢ 2229 ¢és Flotasé 2805.

a) Az eddig feldolgozott szavazatoknak hany szazaléka volt érvénytelen? (A valaszt egy tizedesjegy
pontossaggal adja meg!)

b) Vézolja kordiagramon az eddig feldolgozott szavazatok szazalékos megoszlasat! Tiintesse fel az
egyes tartomanyokhoz tartozd kozépponti szogek nagysagat fokban mérve! (A megfeleld
szazalékokat és szogeket egész pontossaggal adja meg!)

c) Megnyerheti-e Alkimista a valasztast? (A valasztast az nyeri, aki a legtobb szavazatot kapja.)

d) 95%-os feldolgozottsagnal legalabb hany szazalékkal vezessen Flotas az utana kovetkezo jeldlt
elott, hogy mar matematikailag is biztos lehessen a gy6zelemben? (A megfeleld legkisebb szazalékot
egy tizedesjegy pontossaggal adja meg!)

20. Egy tizletben haromféle palackozott ecet van a polcon: 12 db 10%-os, 8 db 15%-0s és 5 db 20%-
os. Mindegyiket azonos csomagolasban, 1 literes kiszerelésben aruljak.
a) Hany szazalékos ecetet kapnank, ha a polcon 1évd Osszes ecetet 6sszedntenénk?

Kazmér elképzelése az, hogy egy palack ecet arat az iires palack arabol, a tomény ecet, valamint a
tiszta viz literenkénti arabol kalkulaljak ki.

b) Az iires palack ara 30 Ft, a tomény ecet literje 500 Ft és a tiszta viz literje 10 Ft. Mennyibe keriilne
a harom kiilonboz6 toménységii palackozott ecet az lizletben, ha a fogyasztoi ar a Kazmér elképzelése
szerint kalkulalt ar 120%-a? (A fogyasztoi arat a végén kerekitik egész forintra!)

Kéazmér felirta a literes palackok bolti arait: a 10%-os ecet 144 Ft, a 15%-os 150 Ft, a 20%-o0s 156 Ft.
c) Ha ezeket az arakat a b) részben leirtak szerint kalkulaltak, akkor ki lehet-e mindezekbdl szamitani
az iires palack, a tomény ecet és a tiszta viz arat?

21. Egy egyetem 10.580 hallgatojanak tanulmanyi lapjardl osszesitették az angol és német nyelv-
vizsgak szamat. Kideriilt, hogy a német nyelvvizsgdval nem rendelkezdk 70%-anak, a német
nyelvvizsgéaval rendelkezék 30%-anak nincs angol nyelvvizsgdja. Az angol nyelvvizsgaval nem
rendelkezOk 60%-anak német nyelvvizsgaja sincs.

a) Ezek koziil a hallgatok koziil hanyan rendelkeztek angol és hanyan német nyelvvizsgaval?

b) A hallgatok hany szazaléka rendelkezett az angol €s német nyelvvizsgdk mindegyikével?

22. Egy pillepalack alakja forgashenger. A palack tartalmat kiontve, a palackot 6sszenyomva, annak
eredeti térfogata 2p szdzalékkal csokken. Egy hulladékot Gjrahasznositod cég (specialis gép segitségé-
vel) az ilyen modon tomdritett palack térfogatat annak tovabbi p szdzalékaval tudja csokkenteni. Az
Osszenyomassal, majd az ezt kdvetdgépi tomoritéssel azt érik el, hogy a palackot eredeti térfogatanak
19,5 szazalékara nyomjak 0ssze. Hatarozza meg p értékét!

23. Egy 2011-ben késziilt statisztikai 0sszehasonlitasban a kovetkezdket olvashattuk: ,,Ha New Y ork-
ban az atlagfizetést és az atlagos arszinvonalat egyarant 100%-nak vessziik, akkor Budapesten az
atlagfizetés 23,6%, az atlagos arszinvonal pedig 70,9%. (Az arszinvonal szdmitdsahoz 122 éru és
szolgaltatas arat hasonlitottak 0ssze.)” Feltételezve, hogy az idézet megallapitasai igazak, valaszoljon
a kovetkez6 kérdésekre!

a) Ha Budapesten a havi atlagfizetés 150 ezer forint, akkor hany dollar ($) a havi atlagfizetés New
York-ban, 190 forint/dollar (Ft/$) arfolyammal szamolva? Valaszat egész dollarra kerekitve adja
meg!

b) Ha a New York-i havi atlagfizetésbol egy bizonyos termékbdl 100 kg-ot vasarolhatunk New Y ork-
ban, akkor koriilbeliil hany kg-ot vasarolhatunk ugyanebbdl a termékbdl a budapesti havi



atlagfizetésbdl Budapesten? (Feltehetjiik, hogy a szdban forgd termék budapesti egységara 70,9%-a
a termék New York-i egységaranak.

24. Egy bank olyan hitelkonstrukciot ajanl, amelyben napi kamatlédbat szdmolnak gy, hogy az adott
hitelre megallapitott éves kamatldbat 365-tel elosztjak. Egy adott évben a hitelfelvételt kovetden
minden napra kiszamoljdk a napi kamat értékét, majd ezeket december 31-én Osszeadjék és csak
ekkor tokésitik (azaz a felvett hitel értékéhez adjak). Ez a bank egy adott évben évi 8%-o0s kamatlabat
allapitott meg. Eva abban az évben a marcius 1-jén felvett 40 000 Ft utan oktober 1-jén tjabb 40 000
Ft hitelt vett fel. A két kolcson felvétele utan mennyi kamatot t0késit a bank december 31-én? (A
hitelfelvétel napjan és az év utolso napjan is szamitanak napi kamatot.)

25. Egy kerékparos ugyanazt az utat alland6 sebességgel szokta megtenni. Egy alkalommal az ut els6
harmadat a szokéasos sebességével, masodik harmadat pedig szokdsos sebességénél p%-kal kisebb
sebességgel tette meg. Ekkor igy érezte, hogy késésben van, igy az 0t utolsé harmadét szokasos
sebességeénél 2p%-kal nagyobb sebességgel tette meg €és igy menetideje a szokasos volt. Hatarozza
meg p értékét!

26. Egy szarvasmarha telepen 1000 tehenet tartanak. Ezek egy évben 7.300.000 liter tejet adnak. A
telep vezetdsége azt tapasztalta, hogy - valosziniileg az egy marhéra juto legel6teriilet novekedése
miatt - ha a tehenek szamat 5%-kal csokkentik, akkor az egy tehénre jutd éves tejhozam 10%-kal
novekszik. a) A tehenek szdmanak 5%-os csokkentésével hany literrel ndvekszik az éves tejtermelés
a gazdasagban? b) Ilyen dllomany esetében az a tény, hogy a tehenek szamanak p%-os csokkentésével
egy tehén éves tejhozama 2p%-kal novekszik, csak p < 20 esetén érvényes. Hany szazalékkal kell
csokkenteni a tehénallomanyt, hogy az éves tejtermelés 10%-kal novekedjen?

IX. Sorozatok I1I.

57-61.,79-82.

Sorozatok tulajdonsagai

II.

3n+2
4n+1

1. Igazolja, hogy a { } (n € N*) sorozat szigorian monoton csokkend és korlatos!

2. Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezd sorozatok korlatosak: a) {E} b) {n2+1} c) {%}

n nZz-4

3. Valasszuk ki a kovetkezo sorozatok koziil a monoton novekedd, monoton csokkend, illetve a
szigortian monoton sorozatokat.

a) {%} b) {L} c) {n2—1} d) {cos %} e) {(—=2) + 2"} ) {n? —100n} g){—n?+ 1}

n+1 n

4. Tekintsik a kovetkezd allitast: Ha az {a,} szamsorozat konvergens, akkor az {a,} sorozat
értékkészlete véges szdmhalmaz. (Véges halmaz: elemeinek szdma megadhatd egy természetes
szdmmal.)

b) Dontse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!

c) Fogalmazza meg az allitds megforditasat, és dontse el a megforditott allitasrol, hogy igaz vagy
hamis! Valaszat indokolja!



. 2+21n . , o "or . .
5. Igazolja, hogy az a,, = — sorozat (n € NT) sorozat szigorian monoton csokkend és korlatos, és

adja meg a sorozat hatarértékét!

30

6. Szamitsuk ki a sorozat hatarértékét: a, = —————
1+59-0,9050

I11.

7. Legyen n pozitiv egész. Adottak ezek a sorozatok: a, = (—2)" + 2", b, = |n — 23| — |n — 10|,
2
Ch = (sin (g n) + cos (g n)) . Vizsgalja meg mindhiarom sorozatot korlatossag és monotonitas

szempontjabol! Valaszoljon mindharom esetben, hogy a sorozat korlatos vagy nem, illetve monoton
vagy nem! (Véalaszait indokolja!) Korlatos sorozat esetében adjon meg egy also és egy fels6 korlatot!

: 2 11
8. a) Igazolja, hogy T ATt (neN%)

b) Szamitsa ki az a,, = sorozat elsé négy tagjanak Osszegét. Valaszat % alakban adja meg,

(n+1)2-1

ahol a és b relativ prim pozitiv egész szamok.

c¢) Hatarozza meg a lim (a; + a, + a3 + --- + a,) hatarértéket.
n—oo

9.

A haromszogbdl az atfogojahoz tartozdo CP| magassaga mentén

ACP, derékszogli haromszogben végrehajtjuk ugyanezt a [épést: a

H> haromszoget vagjuk le a haromszég atfogojahoz tartozo

PP, magassaga mentén, és igy tovabb (lasd az abran).

b)Ha ezt az eljarast 13-szor hajtjuk végre, akkor a 13 haromszog _ _
levagasa utan megmaradé haromszog tertilete hany szazaléka az o PP g
ABC haromszog teriiletének?

¢) Mekkora a végtelen sok szakaszbdl allo CP1P>P3Py... tordttvonal hosszanak pontos értéke, ha
CP1=2-437

Meértani sorok

10. Szamitsuk ki a kovetkezd végtelen 6sszegeket, ha konvergensek:

2)6-3V3+2— 224 b) 1846+ 24+ Q) —6+ 3~ 2k (=D

6
— ...

211

11. Egy pénzintézet a tdle felvett H forint 6sszegli hitel visszafizetésekor havi p%-os kamattal szamol
n —
(p > 0), ezért az ados havi torlesztérészletéta t, = H - qqiL_ll)képlettel szamitja ki (minden honapban

ekkora 0sszeget kell visszafizetni). A képletben q = 1 + %, az n pedig azt jelenti, hogy Osszesen

hany honapig fizetjiik a torlesztorészleteket (ez a hitel futamideje).
¢) Szamitsa ki a limt,hatarértéket, ha q = 1,02 ¢s H=2 000 000.
n—oo



II.

12. Adotta b, = % + 713 + 7% +...+——, n € N* sorozat. Szamitsa ki a lim b, hatarértéket!

72n-1"

13. Rajzoljunk egy c oldali négyzet oldalfelezd pontjai altal meghatarozott négyzetet. E négyzet
oldalfelez6 pontjait 6sszekotve egy jabb négyzetet nyeriink. Ismételjiik meg az eljarast — gondolat-
ban végtelenségig — a kapott négyzetek mindegyikével. Mekkora lesz a keletkezett négyzetek kertile-
teinek, illetve teriileteinek dsszege?

I11.

14. Az A1CC derékszogli haromszogben az A1 csticsnal 30°-0s szdg van, az A1C() befogd hossza
1, az A1Cq atfogé felezdpontja Ap. Az ApCj szakasz ,,f61¢” az A1CpC haromszdghoz hasonld
A»C1Cy derékszoglh haromszoget rajzoljuk az abra szerint. Az A»Cy 4atfogd felezOpontja A3. Az
A3Cp szakasz ,,f6l¢” az ApC1Cp haromszoghoz hasonld A3CyCsz derékszogli haromszoget

rajzoljuk. Ez az eljaras tovabb folytathato.
a) Szamitsa ki az igy nyerhetd végtelen sok s
derékszogli haromszog teriiletének Osszegét.
(Az 0Osszeg elsd tagja az A1CCiharomszog

tertilete.)

b) Igazolja, hogy a CyC1Cj...C,, tordttvonal
hossza minden pozitiv egész n-re kisebb, mint
1,4.

15. Egy 1 méter oldalti négyzetbe egy masodik négyzetet rajzoltunk Gigy, hogy a bels6é négyzet minden
csucsa illeszkedjen a kiilsé négyzet egy-egy oldalara. A belsd és a kiilsé négyzet oldalainak aranya
5:7. A bels6 négyzetbe egy 0jabb, harmadik négyzetet rajzolunk ugy, hogy a harmadik és a méasodik
négyzet oldalainak aranya is 5 : 7. Ezt az eljarast aztdn gondolatban végtelen sokszor megismételjiik.
Mekkora lesz a kapott négyzetek keriileteinek az 6sszege, ha a kiindulasi négyzet keriilete is tagja a
(végtelen sok tagu) 6sszegnek?

16. Egy r sugaru gdmbbe kockat irunk, a kapott kokaba pedig gombot. E gdmbbe tjabb kockat irunk,
¢s igy tovabb a végtelenségig. Hatdrozzuk meg a kockdak térfogatainak Osszegét. Hanyszorosa az
eredeti gomb felszinének a kapott kockak felszineinek dsszege?

17. Az ABCDEF hatszog rovidebb atlojanak hossza 5v2. Az oldalfelezd pontjai altal meghatarozott
szabalyos hatszog teriiletét jeldlje t;, a t; teriiletli hatszog oldalfelezd pontjai altal meghatarozott
szabalyos hatszog teriiletét t,, és igy tovabb, képezve ezzel a {t,} sorozatot. Szamitsa ki a
rlll—r>1c}o (t; + ty+... +t,) hatarértéket! (Pontos értékekkel szamoljon!)

Kamatos kamatszamitas
I

18. Egy szigeten €16 ragcsalopopulacié 3 havonként az aktudlis 1étszdm 20%-aval ndvekszik. Hany
évvel ezelbtt voltak 10-en, ha jelenleg a szamitasok alapjan 5 024 000 egyed ¢l a szigeten?



19. Az A ilizem termelése a B lizemtermelésének 80%-a. Az A {izem termelése évenként 10%-kal, a
B iizemé évenként 6%-kal nd. Hany év mulva lesz a két lizem termelése egyenld?

II.

20. 2004 januarjdban bankba elhelyeztiik megtakaritott pénziinket, 1 000 000 forintot 9%-os évi
kamat mellett. Két év miilva a bank 7%-ra csokkentette a kamatot. Ujabb 3 év elteltével bankunk 5%-
ra akarta csokkenteni a kamatlabat, ezért, még miel6tt életbe 1éptek volna az ) kamatok, kivettiik a
szamlankon dsszegytlt pénzt. a) Osszesen hany szazalékkal gyarapodott pénziink az eltelt 5 év alatt?
2004 januarjaban a dollar arfolyama 230 forint volt, 6t év elteltével pedig 320 forint. b) 2004
januarjaban, vagy 2009 januarjaban tudunk t6bb dollart vasarolni a pénziinkbdl?

I11.

21. Egy bank a ,,Gondoskodds” nevii megtakaritasi formajat ajanlja ujszilottek csalddjanak. A
megtakaritasra vallalkoz6 csalddok a gyermek sziiletését kovetd év elsd banki napjan szamlat
nyithatnak 100 000 forint 6sszeggel. Minden kdvetkezd év elsé banki napjan szintén 100 000 forintot
kell befizetniiik a szamléara. Az utolso befizetés annak az évnek az elsé banki napjan térténhet, amely
évben a gyermekiik betolti a 18. életévét. A bank év végén a szdmlan 1évd Osszeg utan évi 8%-o0s
kamatot ad, amit a kdvetkezo év elsé banki napjara ir jova. A gyermek a 18. sziiletésnapjat kdvetd év
elsd banki napjan férhet hozza a szamldhoz.

a) Mekkora 0sszeg van ekkor a szamlan? A valaszat egész forintra kerekitse!

A gyermek a 18. sziiletésnapjat koveto év elsd banki napjan felveheti a szamléjan 1€vo teljes 0sszeget.
Ha nem veszi fel, akkor vélaszthatja a kdvetkezd lehetdséget is: hat éven keresztiil minden év elsd
banki napjan azonos Osszeget vehet fel. Az elsd részletet a 18. sziiletésnapjat kovetd év elsé banki
napjan veheti fel. A hatodik pénzfelvétellel a szamla kiiiriil. Ha ezt a lehetdséget valasztja, akkor a
bank — az elsd pénzfelvételtdl szamitva — minden év végén a szamlan 1évd Gsszeg utdn évi 5%-o0s
kamatot garantal, amit a kvetkezd év elsd banki napjara ir jova.

b) Ebben az esetben mekkora dsszeget vehet fel alkalmanként? A vélaszat egész forintra kerekitse!

22. Adam hiteleket vett fel egy banktol évi 8%-os kamatos kamatra. Az egyik év januar 1-jén éppen
1 000 000 Ft tartozasa volt. Tébb hitelt nem vett fel, és attol kezdve 10 éven keresztiil minden év
végeén befizette az azonos Gsszegll torlesztorészletet. (A torlesztorészlet sszegét a bank mar az éves
kamattal megndvelt tartozasbol vonja le.) Mekkora volt ez a torlesztérészlet, ha Adam a 10 befizetés
utdn teljesen visszafizette a felvett hitelt? Valaszat ezer forintra kerekitve adja meg!

23. Ot éven 4t minden év elején elhelyeziink a takarékpénztarban 5000 Ft-ot 26%-o0s kamatlab mellett.
Ot év eltelte utan legalabb hany teljes évet kell még varnunk, hogy pénziink 105 000 forintra
novekedjen?

24. Evi 6%-o0s kamatra kapott 60 000 forintot évenként egyenld Osszeggel torlesztiink. Az elsd
részletet egy évvel a kolcson felvétele utan fizetjikk ki. Mennyi legyen az évi torlesztés, ha hat
alkalommal fizetiink?

25. Betettem a bankba fix kamatozasra 50 000 forintot. a) Mekkora lesz ez az 6sszeg 2 év alatti 9,2%-
os kamatos kamat mellett? b) Ugyanezt az értéket egy év alatt hany szdzalékos kamattal értiikk volna
el? ¢) Mennyi lesz a pénzem 2 év elteltével, ha havi lekotést valasztok és félévenként az éves
kamatlabak a kovetkezok: 9,3%, 9,1%, 8,75%, 8,5%"?

26. Tiz év alatt minden év elején 4000 forintot tesziink a bankba. Tiz év elteltével 4000 forintot ve-
sziink ki évenként. Mennyi pénziink lesz a huszadik év végén, ha 5%-os a kamat?



27. Tizezer forintot helyeziink el januar elsején évi 4%-os kamatra. A kdvetkezd év januarjatol kezdve
tiz éven at egyenld Osszegeket akarunk felvenni minden év elején gy, hogy a 10 év letelte utan ne
maradjon pénziink. Mennyi pénzt vegyiink fel egy évben?

X. Szamelmélet, oszthatosag

12-17.

I.

1. Kilenc szamkartya fekszik az asztalon, rajtuk egy-egy pozitiv egyjegyli szammal. Rakja négy
csoportba a kilenc szamkartyat tigy, hogy egyikben se legyen egylitt egy szam ¢€s egy nala kisebb
osztdja! Adjon meg két lehetséges csoportositast!

2. Hatdrozzuk meg azokat a pozitiv egész a szamokat, amelyekre
a) (15, a)=1, b) (a,48)=24, ¢) [6, a] = 60

3. Milyen szamjegy allhat az ismeretlenek helyén, hogy az oszthatosag fennalljon?
a) 8|6712a, b) 15|34y25x, ¢) 12|781b2a

4. A 28-nak melyik az a legnagyobb hatvanya, amellyel a 161° - 3528 szorzat oszthat6?

5. Dontsiik el, hogy négyzetszamok-e vagy nem?
a) 28 . 316520 . 7100 b) 22014 . 32013 C) 842 . 97 . 259

6. Miért nem primszamok? a) 10'° + 8,  b) 1002003004005, c) 10> + 102> + 25

7. Hatarozzuk meg azokat a pozitiv egész szamokat, amelyek legnagyobb kdzds osztoja 15, legkisebb
k6z0s tobbszordse 1350.

8. Egy digitalis kijelzd 6ran az 6rak és a percek egy-egy kétjegyli szamot tartalmaznak. Mennyi annak
a valoszinlisége, hogy ha déleldtt 10 és 11 ora kozott valaki ranéz egy ilyen oOrara, akkor két relativ
prim kétjegyii szadmot lat.

9. Marci szeret az autdk rendszdmaban kiilonb6z6 matematikai Osszefliggéseket felfedezni. (A
rendszdmok Magyarorszagon hdrom betlibdl és az azokat kovetd harom szdmjegybdl allnak.) Az
egyik altala kedvelt tipusnak a ,,primes” nevet adta: az ilyen rendszdmoknal a PRM betliket kovetd

harom szamjegy szorzata primszam.

a) Hany kiilonb6zd ,,primes” rendszam készithetd?

10. a) Igazolja, hogy barmely hat egymast kovetd természetes szam szorzata oszthato 45-tel!

b) Igaz-e, hogy barmely 6t egymast kdvetd paratlan természetes szdm szorzata oszthatd 45-tel?
(Valaszat indokolja!) ¢) Hany olyan megoldéasa van a 45 =3 + 5 + a + b + ¢ egyenletnek, amelyben
a, b és ¢ kiilonbozo paratlan természetes szdmok, €s 5 <a <b <c is teljestil?



11.
Legyen a H alaphalmaz a pozitiv egészekbdl allé szamparok halmaza, az 4, B és C pedig a H alabbi
részhalmazai:

= {(a; b) | a és b relativ primek}; H
B = {(a; b) | a osztdja b-nek}; o
— Ya - e e . : : - . 5 B
{(a; b) | a és b koziil legalabb az egyik primszam} /\ W

(Ha a # b, akkor az (a; b) és a (b; a) szamparokat kiilonbozének

tekintjiik.) /

a) Az alabbi Venn-diagram két részébe beirtunk egy-egy szampart. \L G4
Irjon a diagram tovabbi hat tires részébe egy-egy megfeleld
szampart! --5_

QI

Tekintstik a kovetkezo két allitast (a, b, ¢ pozitiv egészek)!
I. Ha c osztdja gb-nek, akkor c osztdja a-nak vagy c osztdja b-nek.
II. Ha a osztoja c-nek és b osztoja c-nek, akkor ab osztdja c-nek.

b) Hatarozza meg a két allitas logikai értékét (igaz vagy hamis)! Valaszait indokolja!

¢) Fogalmazza meg az I. allitas megforditasat, és hatarozza meg a megforditas logikai értékét! Ha a
megforditas igaz, akkor bizonyitsa be, ha pedig hamis, akkor mutasson ellenpéldat!

12. Oldja meg az egyenletet, ha x és y pozitiv egész szdmok: g = 175

II.

13. irja fel a 45-nek azt a legkisebb pozitiv tobbszordsét, amely csak a 0 és a 8-as szamjegyeket
tartalmazza!

14. Mely n természetes szamok esetén lesz a kdvetkezo kifejezés értéke természetese szam?
2n+10 3n+5
a) —— b) —
n+1 n->5

15. Hany olyan x,y szampdr van, amelyekre teljesiil, hogy (x, y)=5 és x+y=200

16. Adottak a kovetkezd szamok: a=23-5-72-11* és b=2-5%2-113-13. Irja fel a és b
legnagyobb kozos osztdjat és legkisebb kozds tobbszorosét! Az eredményt elegendd primtényezds
alakban megadni.

17. Dontse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Ha egy szam oszthat6 36-tal, akkor oszthatd 12-vel
is. Irja le az allitds megforditasat is. Az igaz vagy hamis?

18. Egy 28 f6s didkcsoport autobusszal 7 napos tdborozasra indul. A szallds megrendeléséhez
szlikséges hatjegyll telefonszam utolsé szamjegye elmosodott a papiron, igy csak az elsd 6t jegyet
tudtak biztosan: 24375. A csoport egyik tagja arra biztosan emlékezett, hogy a hatjegyii szam oszthato
volt hattal. Melyik szamjegy éallhat az utols6 helyen?

19. Igaz-e, hogy 25 863 szamjegyeit tetsz6leges sorrendben felirva mindig harommal oszthatd szamot
kapunk? Gabor olyan sorrendben irja fel 25 863 szdmjegyeit, hogy a kapott szam néggyel oszthato
legyen. Milyen szamjegy allhat a tizes helyi értéken?

20. A 72-nek és az n pozitiv egész szamnak a legkisebb k6zos tobbszordse 27 720. Hatdrozza meg az
n lehetséges értékeinek szamat, és adja meg az n legkisebb lehetséges értékét!

21. Hany olyan derékszogli haromszog van, amelynek egyik befogoja 15 egység hosszu, €s a masik
két oldala is egész szdm hosszusagu? (Az egybevagd haromszogeket nem tekintjiik kiilonb6zdknek.)



22. b) Hatdrozza meg az Osszes olyan pozitiv egész k szamot, amelyre log,k729 kifejezés értéke
pozitiv egész szam!

23. Hany olyan 90-nél nem nagyobb pozitiv egész szdm van, amely a 2, a 3 és az 5 koziil pontosan
az egyikkel oszthat6?

24. Két pozitiv egész szam relativ prim, legkisebb kozos tobbszorosiik 35 700. Hatarozza meg az
ilyen tulajdonsagu szdmparok szamat! (Az (a, b) és a (b, a) szamparokat nem tekintjiik
kiilonb6zdoknek.) b) Legyen H = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10}. Hany olyan részhalmaza van H-nak,
amelyben az elemek szorzata oszthatd 9-cel? (Egyelemii halmaz esetén az ,,elemek szorzatanak™ az
egyetlen elem értékét tekintjiik.)

25. a) Melyik az a legnagyobb természetes szam, amelyre a kovetkezd négy tulajdonsagbol pontosan
harom teljestil?

(1) Huszjegyt.

(2) 20-szal oszthato.

(3) Szamjegyeinek Osszege 20.

(4) Szamjegyeinek szorzata 20.

Legyen a H alaphalmaz a huszjegyli pozitiv egész szdmok halmaza, az A halmaz pedig a 7-es
szdmjegyet tartalmazo hiszjegyii pozitiv egész szamok halmaza.

b) Melyik a nagyobb: |A| vagy |K| ?

I11.
26. Az A és B helységek kozotti tavolsag egyharmad részét egy kerékparos 40 perc alatt, a hatralevd
utat pedig masfél ora alatt tette meg. Km/h-ban vett sebessége mindkét szakaszon egész szam volt,
melyek legkisebb kozos tobbszorose 144. Milyen tavol van az A helység B-t61?
27. Egy 12000 Ft-os nyomtatot leértékeltek néhany szazalékkal. Kis id6 mulva Gjra leértékeltek
valahdny szazalékkal. Mindkét leértékelés soran a leértékelés szdzalékos mértéke pozitiv egész
egyjegyll szam volt. A masodik leértekelés utan a nyomtat6é ara 10602 Ft volt. Hany szazalékkal
értékeltek le eldszor és hany szdzalékkal masodszor a nyomtatot?

28. Van-e olyan p prim, amelyre ~ a) 4p? — 1 b) 5p? — 2 primszam?

29. Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész n esetén
a) 3|n —n, b) 5/n® — 5n3 + 4n, ¢) 120|n® — 5n% + 4n

30. Melyek azok a tizes szamrendszerben kétjegyli természetes szamok, amelyekben a szamjegyek
szdmtani és harmonikus kozepének a kiilonbsége 1?

31. Egy szabalyos n-szdgrdl tudjuk, hogy a bels6 szogei fokban mérve egész szamok. Hanyféle lehet
az n értéke?

32. a) Hatarozza meg a c szdmjegy lehetséges értékeit, ha tudjuk, hogy 1c28 nem oszthato 6-tal,

93c6nem oszthaté 36-tal, c3c5 pedig nem oszthatd 15-tel! (pqrs azt a négyjegyl szamot jeloli,
melynek elsd szdmjegye p, tovabbi szdmjegyei pedig rendre q, r és s.)

b) Igazolja, hogy nincs olyan n pozitiv egész szam, amelyre 4" + 6n — loszthat6 8-cal!



¢) Igazolja (teljes indukcioval vagy mas modszerrel), hogy 4™ 4+ 6n — 1minden n pozitiv egész szam
esetén oszthato 9-cel!

33. Hany olyan n pozitiv egész szam van, amelyhez létezik olyan p (pozitiv) primszam, amelyre az
n?— pn kiilonbség is egy (pozitiv) primszammal egyenld?

34. A szokeres6 mobiltelefonos jatékban a megtalalt sz6 hossza (vagyis a szot alkoto betiik szdma)
hatarozza meg a jatékosnak adott pontszamot. Egybetlis sz6ért nem jar pont, kétbetiis szoért 1 pont

iy T 14 or sy D2=50+10
jar. Ha n > 3, akkor az n bet{ibdl all6 sz6 megtalalasaért %pontot kap a jatékos.
m(m+1)
2
(A leirt jatékszabaly nem korlatozza a szavak hosszat, ezért feltehetjiik, hogy tetszoleges hosszisagu

5267 1étezik.)

Igazolja, hogy ha m tetszdleges természetes szam, akkor a jatékos kaphat 2 + pontot!

35. Hany olyan 1000-nél kisebb p pozitiv
egész szdm van, amelyre a p és a 42 relativ
primek?

2
4
6|9 |12(15(18]|21|24|27| 30
" , r1.12 , 8 12|16(20({24|28|32|36| 40
A kovetkezé tablazatban egy végtelen 1015 (20 25 1 3.5 [ 45 (B

szorzotabla részletét latjuk. A fehér, illetve 12[18[24]30]36(42]48]54] 60
sziirke szinl ,,L alaku” savokban 1év6 szamok 14]21]28|35|42)49|56|63| 70

6sszege' 8 (16(24(32|40|48|56|64|72| 80
L1:1 9 (18(27(36|45|54|63|72|81| 90
Ly=2+4+2=8,
L3=3+6+9+6+3=27, ..
b) Igazolja, hogy L, = n3.

L[y || [w |t | —

c) Igazolja, hogy az els6 n pozitiv kobszam osszege K, = 13 + 23 + 33+...4+n® = (@)2
36. A 2, 4, 6, 8, 10 szdmok felhasznéldsaval az Osszes lehetséges mddon képezziik azokat a
kéttényezOs szorzatokat, amelyekben az els6 tényezd kisebb, mint a masodik. Az igy kapott
szorzatokat Osszeadjuk.

a) Szamitsa ki ezt az Osszeget!

Legyen k tetszOleges 1-nél nagyobb pozitiv egész szam. Jeldlje Sj azt az Osszeget, amelyet a
kovetkezd eljarassal kapunk: az 1, 2, 3, ... , k szdmok (az els6 k db pozitiv egész szam)
felhasznalasaval az Gsszes lehetséges modon képezziik azokat a kéttényezds szorzatokat, amelyekben

az elsd tényez0 kisebb, mint a méasodik, majd a kapott szorzatokat dsszeadjuk.
k(k+1)?
2

b) Igazolja, hogy Si+1 = Sk +

c) Igazolja (teljes indukcioval vagy mas mddszerrel), hogy tetszdleges egynél nagyobb n egész

(n-1)n(n+1)(3n+2)
24 )

esetén S, =



37.
A méhek (megkozelitdleg) szabalyos hatszog alakl sejtekbdl épitik fel a 1épet. Az épitkezés elso
»lépése’” utan 1, a masodik lépése utan 7, a harmadik 1épése utan 19 sejt késziilt mar el dsszesen. Az
elsd harom lépést szemlélteti az alabbi abra. 7
Tegylk fel, hogy az abra szerint vazolt ,,korkoros™ stratégia szerint i )
épitkeznek tovabb a méhek, azaz minden egyes tovabbi lépésben Gjabb O @
szabalyos hatszog alakh sejtekkel veszik koriil az el6zoleg mar elkésziilt

épitményt. Tgy a harmadik 1épésté] kezdve minden egyes lépésben 6-tal

tébb 1) szabalyos hatszoget épitenek meg, mint az el6zd 1épésben. =

b)Igazolja (teljes indukcidval vagy mas modszerrel), hogy az n-edik 1épés utan 9sszesen
3n? — 3n + 1 darab hatszbg késziilt el!

27
38.

Egy haromszog oldalainak hossza p? + g2, p> — ¢2., illetve 2pgq, ahol p és g olyan pozitiv egész szamok,
melyekre p > ¢ teljesiil.
Jelolje a haromszogbe irt kor sugaranak hosszat r. Igazolja, hogy r értéke egész szam!

XI. Szoveges feladatok

52-56. 74-77. 46-50.

I.

1. Andras reggel 9 orakor elindult kerékparral, hogy a varosban laké nagymaméjat meglatogassa.
Alland6 20 km/h sebességgel haladt, s masfél orat toltott a nagyinal. Visszafelé — ugyancsak allando
sebességgel haladva — mar sietett haza, sebességét 10%-kal novelve 14.42-kor ért haza. Milyen tavol
lakik a nagymama?

2. Arany ¢€kszerek készitésekor az aranyat mindig 6tvozik valamilyen mdasik fémmel. A karat az
aranyotvozet finomsagi fokat jeloli. Egy aranyotvozet 1 karatos, ha az 6tvozet teljes tomegének 7

része arany, a k karatos aranyotvozet tomegének pedig ~, [észe arany. Kata 6rokolt a nagymamajatol

egy 17 grammos, 18 karatos aranylancot. Ebbdl két darab 14 karatos karikagyiriit szeretne csinaltatni.
Legteljebb hany gramm lehet a két gylirli egyiittes tomege, ha aranytartalmuk Osszesen sem tobb,
mint az aranylanc aranytartalma?

3. Egy cég egyik részlegében dolgozo feérfiak atlagéletkora 44 év, az ott dolgozo6 ndk atlagéletkora 40
év, a részleg 6sszes dolgozdjaé pedig 41,5 év.
a) Hanyszorosa a férfiak szdma a nék szamanak ebben a részlegben?

A cég egy masik részlegében a férfiak és a nék szdmanak ardnya 2:3. Egy atszervezés alkalmaval
innen 7 férfit és 9 nét athelyeztek. igy a részlegben marad6 férfiak és nék szamanak aranya 1: 2-re
valtozott.

b) Hany férfi és hdny ndé maradt ezen a részlegen?

4. Ha az AO0-s papirlapot a hosszabb ¢élére merdlegesen félbevagjuk, akkor két Al-es papirlapot
kapunk. Ha az A1-es papirlapot a hosszabb ¢élére merdlegesen félbevagjuk, akkor két A2-es papirlapot
kapunk. Az eljarast tovabb folytatva kapjuk az A3-as, A4-es, AS5-0s papirlapokat. A leggyakrabban



hasznalt irodai masolopapir A4-es méretii ¢s ,,80 g-0s”. A ,,80 g-os” jelzés azt jelenti, hogy 1 m2
teriiletli masolopapir tomege 80 gramm.

Egy csomagban 500 darab A4-es, ,,80 g-os” papirlap van. Hany kg egy ilyen csomag tomege, ha a
csomagoldanyag tomege 20 g?

5. Egy szinhazban a jegyek az 1., a II. vagy a IIl. arkategoridba tartoznak. Az egyik esti eléadasra
Osszesen 200 jegyet adtak el. Az eladott jegyek kozott a III. arkategéridjuak szama a masik két
arkategoriaba tartozo jegyek egylittes szamanak kétharmada, az ., illetve II. arkategoriaju jegyek
szamanak aranya pedig 9:11 volt. Hany jegyet adtak el az egyes arkategoridkban?

6. Ez a 8 ember lifttel szeretne feljutni egy épiilet legfelsd6 emeletére, ahol a barati tarsasag
rendezvényét tartjak. A kisméreti lift ajtajan ez a felirat all: ,,Max. 3 személy vagy 230 kg” (vagyis
a liftben nem utazhat 3-nal tobb személy, tovabba a liftben utazok tomegének 6sszege nem lehet tobb
230 kg-nal). Igazolja, hogy a lift harom fordul6ja mar elegendd ahhoz, hogy (az eldiras betartasaval)
mind a 8 ember lifttel mehessen fel a rendezvény helyszinére!

név Albert | Bori | Csaba | Dénes | Elek | Frigyes| Gabi | Helga
tomeg (kg) | 82 74 90 38 85 85 63 71

7. Hany olyan kiilonb6z6 hegyesszogii haromszog van, melynek szdgei fokban mérve kiilonb6zo
egész szamok, ¢és a szogek egy ndvekvd szamtani sorozat egymast kovetd tagjai? (Két haromszoget
kiilonb6zonek tekintiink, ha nem hasonlok egymashoz.)

8. Egy egyesiileti 0sszejovetel tarsasagahoz 5 no és 4 férfi csatlakozott, igy a ndk aranya a korabbi
25%-1061 36%-ra nétt. Hany fobdl allt az eredeti tarsasag?

9. Van egy részvénycsomagunk, amely 6600 Ft-os és 4800 Ft-os névértékll részvényeket tartalmaz.
A részvényeink névértekének 0sszege 131 400 Ft. Ha a 4800 Ft-os névértékii részvényeink harmadat
6600 Ft-osra cserélnénk, akkor a névértékek Osszege 140 400 Ft-ra novekedne. a) Hany darab
részvényiink van az egyes fajtakbol?

II.

10. A Szegedrdl Budapestre kozlekedd vonat hétfon Cegléd és Budapest kozott palyaépitési munkala-
tok miatt harmadara volt kénytelen csokkenteni az addigi atlagsebességét. Hétvégén a Ceglédtol
szamitott 19 km-es szakaszon Uijra a régi atlagsebességével mehetett, viszont utdna Budapestig megint
harmad akkora lehetett csak a vonat atlagsebessége. Igy hétfén 30 perccel tobbet késett, mint a
hétvégén. Mekkora a vonat eredeti atlagsebessége km/h-ban?

11. Egy gimnazium alapitvanyanak kuratoriuma gy dontott, hogy elindit egy lottojatékot, amelynek
bevételébdl bizonyos részt a nyereményekre, bizonyos részt jotékonysagi célokra fordit. Ebben a
jatékban heti rendszerességgel az elsé 40 pozitiv egész szambol huznak ki véletlenszertien négyet.
Andras a kovetkez6é modon valasztja ki azokat a szamokat, amelyeket megjatszik ezen a lotton: az
elsé két szam kivalasztasa utan harmadiknak az elsd két szdm Osszegét, negyediknek pedig az els6
harom szdm Osszegét valasztja. a) Legfeljebb mekkordnak vélaszthatja Andras a legkisebb szdmot?
b) Ha Andras a legkisebb szamot a lehetd legnagyobbnak vélasztja meg, akkor melyik szamok
szerepelhetnek a helyesen kitoltott szelvényen?

12. Dani vésarolt egy nagyon nagy akvariumot, és 100 darab apré halat telepitett bele. A telepités és
a gondozas jol sikeriilt, minden honapban 20%-kal nétt az dllomany. Dani minden masodik hénap
végén eladta a halainak mindig ugyanannyi szdzalékat. A 24. honap végén az akvariumaban 252
darab hal maradt. Kéthavonta az 4lloméany hany szazalékat adta el Dani?



13. Melyek azok az N kétjegyl pozitiv egész szamok, amelyekre a kovetkezd négy allitas koziil
pontosan kettd igaz €s kettd hamis: az N oszthatd 7-tel, az N a 29 tobbszordse, az N +11 négyzetszam,
az N — 13 négyzetszam.

14. Az edz6taborba 6sszesen 10 lany és 9 fiu érkezett meg. Az els6 foglalkozason az edz6 mindenkit
megkérdezett, hogy hany tarsat ismerte korabbrol a csoportbol. (Az ismeretség kdlesonds.) Tudjuk,
hogy korabbrél mindegyik fiu pontosan ugyanannyi lanyt ismert, viszont a lanyok mindannyian
kiilonb6z6 szam fiut ismertek. Lehet-e, hogy minden fia 6 lanyt ismert korabbrol a tabor kezdetekor?

15. A mosogatdgéplinkén hadromféle program van. Egy mosogatashoz az A program 20%-kal tobb
elektromos energiat, viszont 10%-kal kevesebb vizet hasznal, mint a B program. A B program 30%-
kal kevesebb elektromos energiat és 25%-kal tobb vizet hasznal egy mosogatashoz, mint a C program.
Mindhéarom program futtatdsakor 40 Ft-ba kertiil az alkalmazott mosogatoszer. Egy mosogatas az A
programmal 151 Ft-ba, a B programmal 140 Ft-ba keriil. Mennyibe keriil a C programmal egy
mosogatas?

16. Egy a 30 f6s osztalyban a tanulok harom idegen nyelv koziil valaszthattak, ezek az angol, a német
¢s a francia. Hanyan tanuljadk mindharom nyelvet, és hanyan nem tanulnak franciat, ha tudjuk a
kovetkezoket:

(1) Minden didk tanul legalabb két idegen nyelvet.

(2) Az angolt is és németet is tanuld didkok szdma megegyezik a franciat tanulok szamaval.

(3) Angolul 27-en tanulnak.

(4) A németet is €s franciat is tanulok szama 15.

17. Egy kévéforgalmazd cég kétfajta kavébol késziti a keverékeit. Ha az A tipusu kavébol 20 kg-ot
¢s a B tipusubol 30 kg-ot kevernek Ossze, a keverék egységara kilogrammonként 1860 Ft lesz. Ha az
A tipusu kavébol 30 kg-ot, a B tipustibol 20 kg-ot kevernek 0ssze, akkor a keverékegységara 1740 Ft
lesz.

a) Mennyi az A, illetve B tipust kavék kilogrammonkénti egységara?

b) 60 kg 2000 Ft egységaru keveréket akarnak eldallitani. Hany kilogrammot keverjenek bele az A,
illetve a B tipusu kavébol?

18. A Kovécs csaldadban 4 embernek kezddédik a keresztneve B betiivel. Négyen teniszeznek, és
négyen kerékparoznak rendszeresen. A csalad tagjairdl még a kovetkezoket tudjuk:

— csak Bea és Barbara jar teniszezni is és kerékparozni is;

— egyediil Balazs nem {izi egyik sportagat sem;

— Zoli probalja testvérét, Borit a teniszez0ktdl hozzajuk, a kerékparozokhoz csabitani — sikertelentil.
A fentiek alapjan legalabb hany tagja van a Kovéacs csalddnak?

19. Egy z6ldség-gylimolcs kiskereskedd a nagybani piacon hétfon 165 kg sargabarackot, kedden 165
kg 6szibarackot vasarolt. Egy rekesznyi Oszibarack 2 kg-mal kisebb tomegii, mint egy rekesznyi sar-
gabarack, ezért 8 rekesszel tobb volt az dszibarack, mint a sarga. Hany kilogramm sargabarack volt
egy-egy rekeszben, és hany rekesszel vasarolt ebbdl hétfon a kiskereskedd? (Hétfon minden rekesz-
ben ugyanannyi kg sargabarack, kedden minden rekeszben ugyanannyi kg dszibarack volt.)

20. Egy pénzintézet a téle felvett H forint 6sszegii hitel visszafizetésekor havi p%-os kamattal szamol
n —
(p>0), ezért az adds havi torlesztérészletét a t, = H - %képlettel szamitja ki (minden honapban

ekkora Osszeget kell visszafizetni). A képletben q = 1 + %, az n pedig azt jelenti, hogy 0sszesen
hany honapig fizetjiik a torlesztdrészleteket (ez a hitel futamideje).

Legkevesebb hany honapos futamiddre vehetiink fel egy 2 millio forintos hitelt, ha legfeljebb 60 ezer
forintot tudunk havonta torleszteni, és a havi kamat 2%-0s?



21. A replldgépek ilizemanyagfogyasztasat szamos tényezd befolydsolja. Egy leegyszerusitett
matematikai modell szerint (a vizsgéalatba bevont repiildgépek esetében) az egy ora repiilés alatt

felhasznalt tizemanyag tomegét az f(x) = % (x? — 1800x + 950000) sszefiiggés adja meg. Ebben

az Osszefiiggésben x a repiilési atlagsebesség km/h-ban (x > 0), f(x) pedig a felhasznalt lizemanyag
tomege kg-ban.
Egy repiilégép Londonbol New Yorkba repiil. A repiilési tdvolsag 5 580 km.

Igazolja, hogy v km/h atlagsebesség esetén a repiil6gép lizemanyag-felhasznalasa ezen a tdvolsagon

(a modell szerint) 279v — 502200 + 222202 kg lesz (v>0).

22. Két varost egy 195 km hosszu vasutvonal kot 6ssze. Ezen a vonalon személyvonattal is és
gyorsvonattal is el lehet jutni egyik varosbol a masikba. A személyvonat atlagsebessége 18 km/h-val
kisebb a gyorsvonaténal, menetideje igy 45 perccel tobb. Hatarozza meg a vonatok atlagsebességét!

23. Agoston osztalya kétnapos kirandulasra indul. Kulcsoshazban szallnak meg egy éjszakara. A
tanulok szallasdija a résztvevok szamatdl fliggetlen, rogzitett Osszeg. Az egy tanuldra jutd
szallaskoltség egy hianyzo esetén 120 Ft-tal, két hidnyzo esetén pedig 250 Ft-tal lenne tobb, mint ha
az egész osztaly részt venne a kirdndulason. Hatarozza meg az osztaly 1étszamat és a teljes fizetendd
szallasdijat!

24, Egy étteremben (hatosagi engedély birtokdban) az érvényes altalanos forgalmi adotol (afa)
kismértékben eltérd adokulcsok alkalmazasanak hatasat vizsgaltak az ételek és italok fogyasztisara
nézve. Az ételek esetében 4%, az italok esetében 30% afat adtak hozza a nett6 arhoz, és az igy kapott
brutto arat kellett a vendégnek kifizetnie. A kisérlet elsd napjan az 0j szamitogépes program hibéja
miatt a szamlan éppen forditva adtak a nettd arakhoz az afat: az ételek netté ardhoz 30%-ot, az italok
nettd ardhoz pedig 4%-ot szdmoltak hozza, és ez a szamlén is igy, hibasan jelent meg. Egy csalad
ebben a vendégloben ebédelt, €s a hibas program miatt 8710 Ft-os szamlat kapott. A hibat észrevették,
igy végiil a helyes 0sszeget, 7670 Ft-ot kellett kifizetniiik.

a) Hany forint volt az elfogyasztott ételek, és hany forint volt az elfogyasztott italok helyes brutto
ara?

Egy masik étteremben 12 és 14 ora kozott 3900 Ft befizetéséért annyit eszik és iszik a vendég,
amennyit szeretne. A befizetendd 0sszeget egy eldzetes felmérés alapjan allapitottdk meg. A felmérés
soran minden vendég esetén Osszeadtak az elfogyasztott étel €s ital rat az adott fogyasztashoz tartozod
Osszes egyeb koltséggel. Az Osszesitett koltségek alapjan osztalyokba soroltdk a vendégeket aszerint,
hogy az étteremnek hany forintjaba kertiltek. A kovetkezd tablazat mutatja a felmérés eredményét. A
tablazat els6 sordban az osztalykozepek lathatok.

fejenkent ennyl Ft-ba | 00 | 1900 | 2800 | 3600 | 4400 | 5200
keriilt az étteremnek

a vendégek ennyi %-a | 10 20 25 30 10 5

b) A felmérés eredményét felhasznalva szamitsa ki, hogy ennek az étteremnek 1000 vendég esetén
mekkora a varhat6 haszna!

25. Egy varosban a kozosségi kozlekedést kizarolag vonaljeggyel lehet igénybe venni, minden uta-
zashoz egy vonaljegyet kell véltani. A vonaljegy ara jelenleg 300 tallér. Az utazasok szdma naponta
atlagosan 100 ezer. Ismert az is, hogy ennek kb. 10%-aban nem valtanak jegyet (bliccelnek).

A varosi kozlekedési tarsasag vezetdi hatastanulmanyt készittettek a vonaljegy aranak esetleges meg-
valtoztatasarol. A vonaljegy arat 5 talléronként lehet emelni vagy csokkenteni. A hatdstanulmany
szerint a vonaljegy aranak 5 talléros emelése varhatoan 1000-rel csdkkenti a napi utazasok szamat,



¢s 1 szazalékponttal noveli a jegy nélkiili utazasok (bliccelések) aranyat. (Tehat példaul 310 talléros
jegyar esetén naponta 98 000 utazas lenne, és ennek 12%-a lenne bliccelés.) Ugyanez forditva is igaz:
a vonaljegy aranak minden 5 talléros csokkentése 1000-rel névelné a napi utazasok szamat, és 1
szazalékponttal csokkentené a bliccelések aranyat. A tanulmany az alkalmazott modellben csak a 245
tallérnal dragabb, de 455 tallérnal olcsobb lehetséges jegyarakat vizsgalta.

Mekkora lenne a kozlekedési tarsasag vonaljegyekbdl szarmazo napi bevétele a hatastanulméany
becslései alapjan, ha 350 tallérra emelnék a vonaljegyek arat?

26. A rejtvényujsagok egyik kedvelt feladattipusa a
szampiramis. Az eldiras szerint a szdmpiramis iires mezdibe 65

pozitiv egész szamokat kell irni tigy, hogy az egymas mellé

. 3 3

keriil6 szamok 0sszege megegyezzen a foléjlik irt szammal. I 0 l 2 | = |

Az abrén lathat6o szampiramisban a 13, 7, 36, 29, 32 és a 65 | | | | I
kezdbszamok adottak. a) Szamitsa ki a, b és ¢ értékét! I B[ a| | c |7 I

Egy iskolanak 510 tanuldja van. Ev végén a fitk p szazaléka, a lanyok p + 3 szazaléka lett kitiing, igy
13 fia és 20 lany kitlind tanul6 van. Hatdrozza meg a fiuk és a lanyok szdmat ebben az iskoldban

I11.

27. Egy aruhazban egy mosoport négyféle kiszerelésben arusitanak. Az els6 kiszerelés 50%-kal
dragabb a harmadiknal, és 20%-kal kevesebb mosdpor van benne, mint a masodikban. A masodik
50%-kal tobb mosoport tartalmaz, mint a harmadik, és 25%-kal tobbe keriil, mint az elso.

a) Az els6 harom kiszerelés koziil melyikben a legalacsonyabb a mosdpor egységara?

A negyedik fajta kiszerelést ugy allitottak Ossze, hogy annak dobozan a feltiintetett egységar
megegyezett az elsé harom kiszerelés atlagos egységaraval.

b) Ha a legolcsobb kiszerelésii dobozon 600 Ft egységarat tiintettek fel, akkor hany forint egységar
szerepel a negyedik fajta dobozon?

28. A 12. a osztaly 6t belépdjegyet kapott a vizilabda bajnoksag dontdjére. A dontd utan az 6t tanuld
a kovetkezoképpen szamolt be a mérkdézésrol:

A: A vesztes csapat 4-nél tobb golt dobott.

B: A gy0ztes csapat 3-mal tobbszor talalt a kapuba, mint a vesztes.

C: Osszesen 10-nél tobb, de 28-nal kevesebb gl sziiletett a mérkézésen.

D: A két csapat egyiittesen dobott goljainak a szdma primszam.

E: A vesztes csapat is primszamu golt dobott.

Tudjuk, hogy mind az 6t tanul6 igazat mondott. Megallapithato-e ezek alapjan egyértelmiien, hogy
mi lett a dontd végeredménye?

29. Egy varos sportklubjanak 640 fos tagsagat felndttek és didkok alkotjak. A tagsag 55%-a sportol
rendszeresen. A rendszeresen sportolo tagok szamanak €s a sportklub teljes taglétszamnak az aranya
11/8-szor akkora, mint a rendszeresen sportold felndttek szamanak aranya a felnétt klubtagok sza-
mahoz viszonyitva. A rendszeresen sportolok aranya a felndtt tagsagban fele akkora, mint amekkora
ez az arany a didkok kozott. Hany felndtt és hany didk tagja van ennek a sportklubnak?

30. A nyomda egy plakatot 14400 példanyban allit eld. A koltségeket csak a nyomtatashoz felhasznalt
nyomolemezek (klisék) darabszaménak valtoztatasaval tudjak befolyasolni. Egy nyomolemez 2500
Ft-ba keriil, és a nyomdlemezek mindegyikével 6ranként 100 plakat késziil el. A nyomolemezek aran



feliil, a lemezek szamatol fiiggetleniil, minden nyomtatasra forditott munkadra tovabbi 40000 Ft
koltséget jelent a nyomdanak. A raforditott id6 és az erre az iddre jutd koltség egyenesen aranyos.
Mennyi a nyomolemezek aranak €s a nyomtatasra forditott munkaorak miatt fellépd koltségnek az
Osszege, ha a 14400 plakat kinyomtatasahoz 16 nyomdélemezt hasznalnak?

31. Karcsi meglatott a kirakatban egy igen kedvezd aru sportcipét. Bement, hogy megvasarolja, de
legnagyobb megdobbenésére a pénztarnal a kirakatban latott ar négyszeresét akartak fizettetni vele.
Mikor panaszt tett, kideriilt, hogy a kirakatrendezd a cipd arat jelzd négyjegyli szam szdmjegyeit
véletlentil forditott sorrendben irta ki. Mennyibe kertilt a sportcip6?

32. Egy jatékban minden jatékos ugyanakkora kezdopontszammal indult, amely érték a jaték forduloi
soran novekedhetett vagy csokkenhetett. Rita és Péter jol jatszottak, mert mindketten folyamatosan
nyertek, igy novekedett a pontszamuk. Erdekes modon Rita pontszama fordulordl forduléra ugyan-
annyiszorosara nott, és ez igaz volt Péterre is, bar Péter esetében nagyobb volt a ndvekedés mértéke.
Az els6 fordulo utan Péternek 20-szal tobb pontja volt, mint Ritanak, a masodik utan mar 70 ponttal
vezetett Rita el6tt, a harmadik forduld utan pedig mar 185 pont volt a kiilonbség a javara. Mekkora
volt a k6zos kezdOpontszam értéke?

33. Eva egy 7x7-es tablazat bal felsd mez6jétol kezdve,
balrol jobbra haladva, sorrdl sorra beirta egy szdmtani
sorozat elsd 49 tagjat ugy, hogy a tagok sorrendjét nem
valtoztatta meg. (A sorozat 1. tagja a bal fels6 sarokba 91
keriilt, a 8. tag a masodik sor elsé mezdjébe, a 49. tag pedig
a jobb alsd sarokban all.) Péter minden sorbol kivalaszt egy- 11
egy szamot ugy, hogy semelyik kettd se legyen egy
oszlopban. Igazolja, hogy akarhogyan is valasztja ki Péter
igy a szamokat, a hét szdm 6sszege minden esetben
ugyanannyi lesz!

34. A pozitiv paratlan szdmokat ,,haromszog” alakban rendezziik

el a kdvetkezOk szerint: az els6 oszlopba irjuk az elsd paratlan 13 F B 2
szamot, a masodik oszlopba a kovetkezd kettdt, a harmadik 5 90 15 23
oszlopba a kovetkez6 harmat, és igy tovabb. Példaul az 6todik

oszlop negyedik helyén a 27 all (lasd az 4brat is). a) Hanyadik 11 17 25
oszlop hanyadik helyén 4ll a 99? b) Hatarozza meg a 2017. 19 27

oszlopban allo elsd szamot! ¢) Igazolja, hogy az n-edik oszlopban
4ll6 szamok 6sszege n® (n € Z%)

35. Az Ocean Légitarsasagnak a megalakulasa 6ta alapelve, hogy a szigetvilagban miikodé halozaté-
nak barmely két célallomasa kozott mitkddtet repiildjaratot. (Az dbra azt a tobb évvel ezeldtti 1d6-
szakot szemlélteti, amikor még csak négy célallomas és hat repiildjarat volt.) A halézatot folyamato-
san bdvitik: az utobbi két év alatt a célallomasok szama masfélszeresére nétt, ugyanezen ido alatt a
repiildjaratok szama pedig 60-nal lett tobb.

b) Héany célallomasra kézlekednek jelenleg?




XII. Trigonometrikus egyenletek, egyenlotlenségek

18-23. 27.,40-47.

I.

1. Adja meg az o valds paraméter értékét ugy, hogy a 4x? — 4(sina + cosa) - x+ 1 + sina = 0
egyenletnek egy darab kétszeres valds gyoke legyen!

2.a)2sin’x + 3sinx = 5 b) sin(Zx+2) =0,5c)cos3x = gd)tg(3x— 20°) =3
3. Oldja meg a valos szamok halmazén a kovetkez6 egyenletet! sin (Zx — g) =1

4. Oldja meg a valds szamok halmazan az egyenletet! 2 sinx — 2 sin® x = cos? x
5. Oldja meg a valés szamok halmazan az egyenletet! sinx — cos?x = 1

6. Oldja meg a [-m; m] halmazon a 2 sin? x — cos x = 2 egyenletet!

N |-

7. Oldja meg a kovetkezo két egyenldtlenséget a valds szamok halmazan! a) cosx >

8. Oldja meg a valds szamok halmazan az egyenleteket! isin (ZX - g) - % =0

9. Oldja meg az egyenleteket a valos szamok halmazan! sin?x = 3cos?x
10. 4sin?x — 16cos?x = —1

11. Oldjuk meg a valés szamok halmazéan: |2sin?x + 7sinx + 1| = 5

II.

12. Igazolja, hogy ha egy haromszog szdgeire érvényes az Osszefliggeés:
sina:sinf = cos(a + v) : cos(P + v), akkor a haromszog egyenldszart vagy derékszogi!

13. Jel6lje H a [0, 2xn[ intervallumot. Legyen A a H azon x elemeinek halmaza, amelyekre teljesiil a
250X > {egyenldtlenség, és B a H halmaz azon részhalmaza, amelynek x elemeire teljesiil 26°5* <
1 egyenldtlenség. Adja meg az A halmazt, a B halmazt és az A\ B halmazt!

14. Igazolja, hogy a kovetkezd egyenletnek nincs megoldasa a valos szamok halmazan: sinx — 1 =
J1g(cos2x — 1,5 cos x)

15. Oldja meg a kovetkezd egyenletrendszert, ha x €s y valos szamok,
logyy +logy x = 2 }

tovabba x > 0 1 é > () 1.
ovabba x > 0,x #1 ésy >0,y # sin(2x + 3y) + sin(4x+y) = 1

16, TSI _ 9 pcos2x+sinx=1 2sin?x+3sinx>2 2sinx + — = 2tgx + 1
1+2cosx cosXx



ctgx . 1
L —2V3 sinx+cosx=—— 1+4tg?x=cos’x ctgx = 2COSX
sinx sinx

1= cos?x + 2sinx tg?x + 4sin?x—3 =0
17. Az északi félteke 50. sz€élességi korén egy adott napon a nappal hosszat (a napkelte és a napnyugta

kozott eltelt id6t) jo kozelitéssel a kovetkezd f fliggvénnyel lehet modellezni: f(n) =
—5,2cos (ns—:;z) + 11,2, ahol n az adott nap sorszamat jeldli egy adott éven beliil, f(n) pedig a nappal

hossza oraban szamolva (1<n<365, neN). Az &bra a g:[1;365] - R;g(x) = —5,2cos (HS—J:) +

11,2 fiiggvényt szemlélteti. (A g fliggvény az f-nek egy folytonos kiterjesztése.)

3
16|

20 180 340 .

a) Ha x = 1, akkor % helyettesitési értéke %. Adjameg a 518 radian értékét fokban mérve!
b) Szamitsa ki a modell alapjan, hogy az év 50. napjan milyen hosszu a nappal! Valaszat 6ra:perc

formatumban, egész percre kerekitve adja meg!
c) Igazolja, hogy (a modell szerint) egy évben 164 olyan nappal van, amelyik 12 6ranal hosszabb!

I1I.

18. Oldja meg a valos szamok halmazan az egyenletet!
\/sinzx— 4sinx+ 4 + \/sinzx+ 4sinx + 4 = \/sinzx+ 7sinx + 12,25

19. Hany (x; y) rendezett valos szampar megoldasa van az egyenletrendszernek, ha x és y is a [0; 2]
sinx - cosy = 0 }

zart intervallum elemei? . - 1
sinx + sin“y = -

20. Vizsgaljuk azt a sorozatot, amelynek n-edik tagja adott a € R esetén a, = n + sin(na). Milyen a
€ [0; 2m] esetén lesznek az ay, ap, a3 szamok — ebben a sorrendben — egy konstans sorozattol kiilon-
bo6z6 szamtani sorozat szomszédos tagjai? A megoldasaban hasznéalhatja a kdvetkezd azonossagokat
is:

o+ a—p

sina+sinB=ZSinT-cosT sin3a = 3sina— 4sin®a

21. Hany megoldésa van a [0; 2] intervallumban a kovetkezd egyenletnek: tg2x = sin4x

22.cos?x —3sinxcosx+ 2sin’x =0



XIII. Kombinatorika

69-77. 72.

I.

1. Egy szabdlyos jatékkocka két oldalara 0-at, két oldalara 2-est, két oldalara 4-est irunk. A
dobokockat 6tszor egymas utan feldobjuk, €s a dobasok eredményét rendre feljegyezziik. a) Hanyféle
szamotost jegyezhetiink fel? b) Hanyféle szamotos esetében lehet a dobott pontok dsszege 10?

2. A Pécsre kozlekedd vonat elsd osztalyu fiilkéjében hatan utaznak egy tudomanyos konferenciara.
A vonat indulasa utan kideriil, hogy a hat ember k6zott van kettd, aki mindenkit ismer az utitarsak
koziil, a tobbiek pontosan négy-négy utitarsat ismernek régebbrol. (Az ismeretségek kolesondsek.) A
hat utitars harom kétagyas szobaban nyer elhelyezést. Hanyféle szobabeosztast lehet késziteni a hat
utitarsnak, ha a szobak kozott nem tesziink kiillonbséget?

3. Egy urnaban 5 azonos méretii golyo van, 2 piros €s 3 fehér. Egyesével, és mindegyik golyot azonos
eséllyel huzzuk ki az urndbdl a bent levék koziil. Hany kiilonb6zd sorrendben htzhatjuk ki az 5
golyo6t, ha a kihuzott goly6t nem tessziik vissza, és az azonos szinii golyok nem kiilonboztethetok
meg egymastol?

4. Csaba az els6 hat szamkartya felhasznélasaval (1, 2, 3, 4, 5, 6) két haromjegyii szamot készitett.
Hivjunk egy ilyen szampart dudnak. (Példaul egy lehetséges dud: ,,415 ; 362”.) A hat szambol tobb
ilyen dudt lehet késziteni. Két duot egyenldnek tekintlink, ha ugyanaz a két kiilonb6zd haromjegyii
szam alkotja. Példaul a ,,415 ; 362 és a,,362 ; 415 dudegyenlok, de a ,,362 ; 145 mar egy masik
du6. Hany kiilonb6z6 dudt lehet a hat szamkartyabol elkésziteni?

5. Héany olyan tizjegyti pozitiv egész szdm van, amelynek minden szamjegye a {0 ; 8} halmaz eleme?

6. Hatjegyll pozitiv egész szdmokat képeziink gy, hogy a képzett szdmban szerepld szamjegy
annyiszor fordul eld, amekkora a szdmjegy. Hany ilyen hatjegyii szam képezhet?

7. Egy 28 f0s osztaly 4 tagt kiildottséget valaszt az iskolai didkparlamentbe. a) Hanyféleképpen
valaszthatjak ki a kiildottség tagjait? b) Az osztdlyban 12 fia és 16 lany jar. Hanyféleképpen
valaszthatjak ki a kiildottség tagjait, ha azt akarjak, hogy 2 fii €s 2 lany legyen a kiildottségben?

c) Kideriilt, hogy a 4 tagu kiildottségnek kell, hogy legyen egy vezetdje. Ekkor hanyféleképpen va-
laszthatjak ki (nemre vald tekintet nélkiil) a kiildottség tagjait?

8. Egy vérosi allatkertben a 4 ragadozot (egy nOstény tigrist, egy oroszlant, egy leopardot és egy
jaguart) 8 egymas melletti ketrecben helyezték el. Hanyféleképpen helyezhették el a ragadozodkat a 8
ketrecben?

9. Agoston a tanév elsé két honapjaban harom osztalyzatot szerzett matematikabol (osztalyzatok: 1,
2,3, 4 vagy 5). A masodik osztalyzata nem volt rosszabb, mint az els6, a harmadik osztalyzata pedig
nem volt rosszabb, mint a masodik. Hatdrozza meg a feltételeknek megfeleld lehetdségek (szamhar-
masok) szamat!

10. Jeloljiik meg egy szabalyos tizenkétszog A; cstcsat! Hany olyan derékszogli haromszdg van,
amelynek egyik cstucsa az A;, a masik két csticsa pedig szintén a tizenkétszog valamelyik két cstucsa-
val azonos? (Két haromszdget akkor tekintiink kiilonbdzdnek, ha legalabb az egyik cstcsuk kiilon-
b6z06.)



11. Kinga a kovetkez0 tanitasi napra hat hazi feladatot kapott, harom kotelezét és harom szorgalmit.
Egy-egy kotelezd hazi feladatot kapott matematikabol, angolbdl és magyarbol, ezeket biztosan elké-
sziti. Szorgalmi hazi feladatot biologiabol, németbdl és torténelembdl kapott, ezeket nem feltétleniil
csinalja meg: lehet, hogy mind a harmat elkésziti, lehet, hogy csak kettdt vagy egyet, de az is lehet,
hogy egyet sem készit el.

a) Osszesen hanyféle kiilonbozé sorrendben készitheti el Kinga a hazi feladatait?

(Két esetet kiilonbozonek tekintiink, ha vagy nem ugyanazokat a hazi feladatokat, vagy ugyanazokat
a hazi feladatokat, de mas sorrendben oldja meg.)

Kinga matematika-hazifeladata ez volt: ,,Otszaz kiilonbozd pozitiv egész szam atlaga 1000.
Legtfeljebb mekkora Iehet a szamok koziil a legnagyobb?”
b) Adja meg Kinga matematika hazi feladatanak megoldasat!

Kinga, Linda, Misi ¢és Nandi elvéllalta, hogy az alacsonyabb évfolyamok tanul6i koziil hét didkot
rendszeresen korrepetalni fog. Az egyénenként vallalt tanulok szamat egy megbeszélésen dontik el.
¢) Hany kiilonb6zé modon allapodhatnak meg abban, hogy melyikiik hany tanulét korrepetaljon, ha
mindegyikiik vallal legalabb egy tanul6t? (Két megallapodast kiilonbozdnek tekintiink, ha legalabb
egyikiik nem ugyanannyi tanulot korrepetal a két megallapodas szerint.)

12. Egy telephely K, L, M, N, O, P, Q épiiletei koziil az éjszakai els6 ellen6rzés soran 6tot ellendriz
a biztonsagi 6r. Hanyféleképpen tervezheti meg az Gtvonalat, ha a K és L épiileteket mindenképpen
ellendrzi? (Két utvonal kiilonboz6, ha a két ut soran mas épiileteket, vagy ugyanazokat az épiileteket,
de mas sorrendben ellendriz a biztonsagi 6r.)

13. Az ABCD konvex négyszoget az atloi négy haromszogre bontjak. Ezeket pirosra, kékre, sargara
vagy zoldre szinezzilik Gigy, hogy barmely két szomszédos haromszog kiilonb6z6 szinti legyen, de az
egymassal szemben fekvok azonos sziniiek is lehetnek. (Két haromszog szomszédos, ha van kdzos
oldaluk.) b) Hany olyan kiilonb6z0 szinezés lehetséges, amelyhez pontosan 3 szint hasznalunk?

14.
A 2022. julius 1-jétél Magyarorszagon kiadott
gépjarmiirendszamok formatuma a kovetkezd: H DZ 3 AB . []66
» Osszetétele: 4 betii a latin 4bécébdl, majd 3 szamjegy.
(A latin abécé 26 betlibdl all, melyek koziil 5 maganhangz6 és 21 massalhangzo.)
* Az els két betlib6l vagy mindketté maganhangzd, vagy mindkettd méssalhangzo,
de az elsd betlipar nem lehet CS, GY, LY, NY, SZ, TY, ZS.
» A harmadik ¢€s negyedik betli tetszOleges lehet.
* A harom szamjegy mindegyike tetszdleges lehet, de 000-ra nem végzddhet rendszam.
Hény kiilonb6z0, a fenti szabalyok mindegyikének megfeleld rendszam készithetd?

15. Egy ¢épitdjatek olyan (kockatol kiilonbozd) egybevagd négyzetes oszlopokat tartalmaz,
amelyeknek minden lapja vagy kékre, vagy sargara van festve. Mindegyik oszlopon tobb sarga szinli
lap van, mint kék szinli. Az épitdjaték a feltételnek megfeleld minden kiilonb6z6 szinezésti oszlopbol
egy darabot tartalmaz.

a) Hany négyzetes oszlop van az épitdjatékban? (Két szinezett oszlop kiilonbozd, ha térbeli
mozgatassal nem vihetdk at egymasba.)



II.

16. Adott az A = {0; 1; 2; 3; 4; 5} halmaz. a) Adja meg az A halmaz haromelemi részhalmazainak a
szamat! b) Az A halmaz elemeibdl hany olyan 6ttel oszthatd hatjegyli szam irhato fel, amelyben a
szamjegyek nem ismétlddhetnek? ¢) Az A halmaz elemeibdl hany olyan hatjegyli szam irhat6 fel,
amely legalabb egy egyest tartalmaz?

17. Egy kozépiskola 12. osztalydnak egyik csoportjaban minden tanul6 olyan matematika dolgozatot
irt, amelyben 100 pont volt az elérheté maximalis pontszam. A csoport eredményérdl a kovetkezoket
tudjuk: 5 tanulé maximalis pontot kapott a dolgozatara, minden tanul6 elért legalabb 60 pontot, és a
dolgozatok pontatlaga 76 pont volt. Minden tanul6 egész pontszammal értékelt dolgozatot irt. A 14
fos csoportbol Annanak, Balazsnak, Csabanak, Dorkanak és Editnek lett 100 pontos a dolgozata.
Pontosan hatan irtak 60 pontos dolgozatot, és csak egy olyan tanuld volt, akinek a pontszama
megegyezett az atlagpontszammal. Hanyféleképpen valdsulhatott ez meg? (A csoport két eredményét
akkor tekintjiik kiilonb6zonek, ha a csoport legalabb egy tanulojanak kiilonb6z6 a dolgozatra kapott
pontszama a két esetben.)

18. Egy nagyvérosban a helyi jaratokon olyan buszjegyet kell érvényesiteni, amelyen egy 3x3-as
négyzetben 1-9-ig szerepelnek a szamok. A jegy érvényesitésekor a jegykezeldautomata a kilenc
mez6bdl mindig pontosan harmat lyukaszt ki. Rajzolja le az 6sszes olyan lyukasztast, amelyben min-
den sorban és minden oszlopban pontosan egy kilyukasztott mez6 van! Indokolja, hogy miért ezek és
csak ezek a lehetséges lyukasztasok! (Jelolje egyértelmiien, hogy melyik dbrdja probalkozas és me-
lyik tartozik a valaszhoz! Nem annyi sablon van, ahany lehetséges lyukasztas.)

19. Bence, Kati, Pali és Zoli asztaliteniszben kormérkdzést akarnak jatszani. (A kormérkdzés azt
jelenti, hogy mindenki mindenkivel pontosan egy mérkdézést jatszik.) Az elsd este csak harom
mérkdzést jatszanak le. Hanyféle lehet a harom mérkdézésben a jatékosok parositasa, ha tudjuk, hogy
négyiik koziil pontosan két jatékos két-két mérkdzést jatszott?

20. a) Héany hatjegyli szamot lehet késziteni a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szdmjegyek felhasznéalasaval, ha a
szamjegyek tobbszor is felhasznalhatok? b) A fenti hatjegyliszamok kozott hany kiilonbozo szamje-
gyekbdl allo, ottel oszthatd szam van? c) A 0, 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek felhasznalasaval hany olyan
hatjegyti szdmot képezhetiink, amelyben legalabb egy szamjegy ismétlddik? (Legaldbb egy szamjegy
legalabb kétszer forduleld.)

21. Egyik nap Barbara, Bea, Bori és Balazs barataikkal vonaton utaztak, és hogy jobban teljen az idd,
jatszottak. A jaték kezdetekor a tarsasag minden tagjanak egy-egy olyan haromjegyii pozitiv szdmra
kellett gondolnia, amelynek minden szamjegye 4-nél nagyobb és 7-nél kisebb. Amikor sorra meg-
mondtik a gondolt szamot, kideriilt, hogy nincs a mondott szamok k&6z6tt azonos. Legfeljebb hany
tagu lehetett a tarsasag?

22. Egy masik alkalommal Barbara, Bea, Bori, Baldzs és 4 baratjuk (Attila, Andras, Ali és Anna)
moziba ment. Mind a 8 jegy egy sorba, egymas mellé sz6lt. A 8 ember hany kiilonb6zd iilésrendben
foglalhat helyet, ha az azonos betlivel kezd6d6 keresztneviiek koziil semelyik ketténem keriil egymas
mellé?

23. Peti levelet irt négy baratjanak, Andrasnak, Bélanak, Csabdnak és Daninak, és mindenkinek 1-1
fényképet is akart kiildeni a nyaralasrol. A négy fénykép kiilonbozd volt, és Peti mindegyikiik hatlap-
jara réirta, kinek szanja. A fényképeket végiil figyelmetleniil rakta boritékba, bar mindenki kapott a
levelében egy fényképet is. Hanyféleképpen fordulhat eld, hogy csak Andris kapja azt a fényképet,
amelyen a sajat neve szerepel?



24, Két gyerek mindegyike 240 forintért vett kaparos sorsjegyet. Fémpénzzel fizettek (5; 10; 20; 50;
100 ¢és 200 forintos érmékkel), és pontoson kiszamoltdk a fizetendd Osszeget. Hanyféleképpen
fizethetett Miki, ha 6 4 darab érmével fizetett, ¢s hanyféleképpen fizethet Karcsi, ha 6 5 darab érmével
fizetett? (A pénzérmék atadasi sorrendjét nem vessziik figyelembe.)

25. Egy kerek dobozban piros, egy masik, ugyanilyen dobozban pedig kék cimkéjii csomagolt sajtok
vannak. A 6-6 egyforma méretli, egymastol nem megkiilonbdztethetd sajt szelet teljesen kitdlti az
egyes dobozokat. A dobozok tartalmat kidntjiik az asztalra. Hany kiillonb6z6 elrendezésben tehetiink
vissza ebbdl a 12 darab sajtbol 6 darabot az egyik dobozba cimkéjiikkel felfelé? (Két elrendezést
kiilonb6zonek tekintiink, ha azok forgatassal nem vihetdk egymasba.)

26. A készletben az épitéelemek kék vagy piros szintiek. Péter 8 ilyen elemet egymasra rak ugy, hogy
tobb piros szinii van koztiikk, mint kék. Lehet, hogy csak az egyik szint hasznalja, de lehet, hogy
mindkettét. Hanyféle kiillonb6z6 szindsszeallitasu 8 emeletes tornyot tud épiteni?

27. Egy varosi allatkertben a 4 ragadozot (egy ndstény tigrist, egy oroszlant, egy leopardot és egy
jaguart) 8 egymas melletti ketrecben helyezték el. b) Az allatgondozdk azt tapasztaltak, hogy ha két
ragadozd szomszédos ketrecbe keriil, akkor azok rendkiviil agresszivekké valnak. Hanyféleképpen
helyezhették el a ragadozokat a 8 ketrecben uigy, hogy szomszédos ketrecekbe ne keriiljenek allatok?
c) A jaguart elszallitottak, és hoztak helyébe egy him tigrist. Annak érdekében, hogy a ndstény ¢€s a
him tigris ,,kozeledjenek” egymashoz, e két tigrist szomszédos ketrecbe akartdk elhelyezni. Ekkor
hanyféleképpen helyezhették el a ragadozokat, ha a két tigris szomszédos ketrecbe keriilt, de ezen
kiviil ne legyenek szomszédos ragadozok?

28. Andrés huga, Kati 6 éves. Andras 6 szal viragot akar venni neki egy viragboltban. E 6 szal virdgot
egy kartonlapra sorban egymas mellé ragasztva akarja atadni Katinak. Ha elkészitenénk minden
lehetséges modon a kartonpapirokat, és véletlenszerlien kivéalasztandnk egyet koziiliikk, mekkora
annak a valdsziniisége, hogy azon lennének azonos fajta viragok?

29. Egy iskolak kozotti vetélkedon 10 iskola vett részt iskolanként egy-egy 3 fOs csapattal. A 10
csapat kozott volt 4 budapesti és 6 vidéki. a) Hanyféleképpen alakulhatott a végsé sorrend, ha tudjuk,
hogy az elsd ¢€s az utols6 helyezett is budapesti csapat volt. b) A 10 csapat egy-egy képviseldje
verseny el6tt felsorakozott egy fotdzashoz. Hanyféleképpen allhatott egy vonalba ez a 10 didk, ha a
sor két szélén két-két budapesti, didk allt? ¢) A verseny harom nyertes csapata ajandékba kapott 3-3
szinhazjegyet. Hanyféleképpen {ilhetett le a 9 didk egymas mellé, ha a csapattarsak egymas mellett
iiltek?

30. Hanyféleképpen lehet 6 nébdl és 3 ferfibol harom munkacsoportot szervezni tgy, hogy mindegyik
csoportba 2 n6 és 1 férfi keriiljon? (A hdrom munkacsoport sorrend;jétdl eltekintiink.)

31. Megadtunk harom egyenest, és mindegyiken megadtunk 6t-6t
pontot az dbra szerint. Hany olyan szakasz van, amelynek mindkét
végpontja az abran megadott 15 pont valamelyike, de a szakasz
nem tartalmaz tovabbi pontot a megadott 15 pont koziil?

-----

32. A dobozokat egy 6t karakterbdl allo koddal jelolik meg. 2

Minden kédban két szamjegy és harom nagybetii szerepel ugy, M _— J
hogy a két szamjegy nincs egymas mellett. Mindkét szamjegy .

eleme a {0; 1;2;3; 4; 5; 6; 7; 8; 9} halmaznak, a betliket pedig 12| | 1
a 26 betiis (angol) abécébdl valasztjak ki (példaul 7TWA3A egy . ]
lehetséges kdd). Hany kiilonbozé kod lehetséges? — — :




33. Eva egy 7x7-es tablazat bal felsé mez6jétl kezdve, balrol jobbra haladva, sorrdl sorra beirta egy
szamtani sorozat elsé 49 tagjat ugy, hogy a tagok sorrendjét nem valtoztatta meg. (A sorozat elsé
tagja a bal fels6 sarokba keriilt, a 8. tag a masodik sor elsé mezdjébe, a 49. tag pedig a jobb also
sarokban all.)

Péter a tablazat minden sorabol kivalasztja a
szamtani sorozat egy-egy tagjat ugy, hogy a
hét kivalasztott szam koziil semelyik kettd ne 91
legyen egy oszlopban. ¢) Hatarozza meg annak
a valoszinliségét, hogy a 91 és a 11 is a Péter 11
altal kivalasztott szamok kozott lesz!

34. A Z6ld Iskolabol 8, a Piros Iskolabol 10 tanul6 versenyzett a bajnoksagon. Mindenki mindenkivel
egy mérkdzest jatszott, az ugyanabba az iskoldba jar6 tanulok is jatszottak egymassal. A verseny
végén kideriilt, hogy a Piros Iskola tanul6i osszesen kétszer annyi mérkdzést nyertek meg, mint a
7061d Iskola tanuldi. (Teniszben dontetlen nincs.) A Z6ld Iskola versenyzdi 0sszesen hany olyan
mérkdzést nyertek meg, amelyet a Piros Iskola valamelyik teniszezdjével jatszottak?

35. Egy kis boltban harom kiilonb6z0 izesitésli csokoladé kaphatd: epres, malnas és narancsos. Ha
Osszesen Ot tabla csokoladét akarunk ebben a boltban vasarolni, és csak az izesitéseket vessziik
figyelembe, akkor hany kiilonboz6 lehetdségilink van?

36. A 11. b osztaly a kovetkezd tanévre nyolc kotelezé olvasmanyt kapott. Ezek koziil ketté ugyan-
annak a szerzonek a munkaja, a tobbi szerzOnek csak egy-egy konyve van az olvasmanyok kozott.
Andi még nyaron szeretne elolvasni a nyolc konyv koziil harmat. A nyarat a nagysziileinél tolti, ezért
a kivalasztott harom konyvet magéval viszi.

a) Hanyféleképpen valaszthatja ki Andi, hogy melyik hdrom konyvet vigye magaval, ha azt szeretné,
hogy a harom kényv harom kiilonb6zd szerzé miive legyen?

Az osztaly tanuldi koziil hatan: Andi, Barbara, Csilla, Dani, Elek és Feri moziba mennek.
b) Hanyféleképpen iilhetnek le hat egymas melletti székre tigy, hogy semelyik két lany ne iiljon egy-
mas mellett?

37.A0,1,2,3,4,5, 6 szdmjegyek felhasznalasaval leirtuk az dsszes, kiillonb6z6 szamjegyekbdl alld
négyjegyll szamot. Hany olyan van ezek k6zo6tt, amelyben a szamjegyek 0sszege 15?7

38. Hany olyan pozitiv egész szdm van, amelyben a szamjegyek szorzata és dsszege is 127

39. 1852-ben egy londoni didk az Anglia megyéit
abrazold térkép szinezése kozben ugy talélta, hogy a
megy¢k ,helyes” szinezéséhez legfeljebb négy szinre
van sziikkség. (Helyes szinezés esetén a kozos
hatarszakasszal rendelkez6 megy¢k kiilonb6z0 szintiek.)
A didk sejtésének daltalanositasa tetszdleges térképek
esetére (négyszin-tétel) sokdig megoldatlan matematikai
probléma volt. A térképrészleten Tolna megye és négy
megyeszomszédja lathatd. Az 6t megyét legfeljebb négy
szinnel szinezziikk ki (piros, sarga, kék és zold).
Hanyféleképpen szinezhetd helyesen ez a térképrészlet?
(Két szinezés kiilonb6zd, ha van legalabb egy megye,
melynek a két szinezésben mas a szine.)

Baranya



40. Lali vesz még egy lekvaros palacsintat 210 Ft-ért. Lali zsebében 100, 50, 20, 10 és 5 Ft-os érmék
vannak, mindegyikbdl tobb is. Ezek koziil 6 érmét valaszt ki.

a) Igazolja, hogy 6 érmével harom kiilonb6z6 modon fizethetd ki 210 Ft! (Két fizetést kiilonbozonek
tekintilink, ha legalabb az egyik cimletli érmébdl eltérd szamut hasznalunk fel a két fizetés soran.)

b) Hanyféle sorrendben vehet eld Lali 6 olyan érmét a zsebébdl, amelyek 6sszege 210 Ft, ha egyesével
htizza el6 dket? (Az azonos cimletli érméket nem kiilonbdztetjiikk meg egymastol.)

41. Egy téglalapot hat tartomanyra osztottak fel az az A ¢s C tartomanyok szine
abran lathato médon. Az A, B, C, D, E, F kiilonboz0 legyen?
tartomanyokat ugy kell kiszinezni, hogy azonos

szinli tartomanyok ne érintkezzenek egymassal. A A B
szinezéshez a piros, kék, zold és sarga szinek
hasznalhatok. (Mindegyik tartomanyt ki kell
szinezni a megadott szinek egyikével, de nem D
kotelezé mind a négy szint felhasznalni.)
Hanyféleképpen szinezhetd ki a téglalap ugy, hogy

@)

T

42. Héanyféleképpen valaszthatunk ki egy téglatest csucsai koziil harmat ugy, hogy a kivalasztott
harom csucs altal meghatarozott sik ne tartalmazza a téglatest egyetlen tovabbi csticsat sem?

43. Harom lany és négy fit moziba megy. Egy sorba szdl a jegyiik, hét egymas melletti székre.
a) Hanyféle sorrendben iilhetnek le, ha két lany nem {ilhet egymas mellé?

A néz6téren az elso és a masodik sorban mar csak 3-3 szabad {il6hely van. A masodik sor szabad
iilései pontosan az elsd sor szabad iilései mogott vannak.

b) Hanyféleképpen tud leiilni egy hatfds tarsasag a hat szabad helyre tgy, hogy a mésodik sorban
mindenki magasabb legyen a kozvetleniil eldtte iilonél? (A hat személy magassaga kiilonb6zo.)

I11.

44. Annanak a facebookon 40 ismerdse van. (Ebben a feladatban minden ismeretséget kolcsondsnek
tekintiink.) Anna ismerdseinek mindegyike Anna tobbi ismerdse koziil pontosan egyet nem ismer. A
szoba kertilt 41 ember kozott 6sszesen hany ismeretség 4ll fenn?

45. Egy egyetem természettudomanyi karanak tanévzaro tinnepségén 6 doktorandusz hallgato,
valamint egy bioldgia professzor, egy fizika professzor és egy matematika professzor kapott dijat
kimagaslo kutatoi tevékenységéért. Szamukra az elsd sorban helyeztek el 9 széket. Az linnepségre a
professzorok egyiitt érkeztek, megeldzve a hallgatokat. a) Hanyféleképpen foglalhatnanak helyet a
professzorok a 9 lires sz€ken, ha nem varndk meg a hallgatokat?

A professzorok azonban megvartdk a hallgatokat. Mikor a hallgatok mindegyike megérkezett az
iinnepségre, a professzorok azt kérték, hogy mindegyikiik két hallgatd kozott iilhessen. A hallgatok
orommel tettek eleget a kérésnek. b) Hanyféleképpen iilhetett le igy a 9 dijazott?

46. Ot egyetemista: Bence, Kati, Marti, Pali és Zoli nyaron munkat szeretne véllalni egy iidiilhelyen.
A helyi gjsagban tobb megfelelonek latszo munkahelyet is taldltak, mégpedig a kdvetkezdket: harom
éttermet, amelyekbe csak fitkat, két fodraszatot, amelyekbe csak lanyokat vesznek fel és két fagyizot,
amelyekbe viszont alkalmaznak fiukat és lanyokat is. (Egyik munkahelyen sincs 1étszamkorlatozas.)
a) Hanyféleképpen helyezkedhet el az 6t fiatal, ha mind az 6ten egymastol fiiggetleniil dontenek az
allasokrol, és minden fiatal csak egy allast vallal? (Az azonos tipusit munkahelyeket is megkiilonboz-
tetjiik.) b) Hanyféleképpen helyezkedhet el az 6t fiatal, ha a 2 lany nem akar ugyanazon a munkahe-
lyen dolgozni, és a 3 fit koziil is barmelyik kett6 kiilonb6z6 munkahelyre szeretne menni?



47. Egy matematikus harom német ¢s négy magyar matematikust hivott vendégségbe szombat
délutanra. Csiitortokon a hazigazda és a 7 meghivott koziil néhanyan telefonon egyeztettek. A hézi-
gazda mindenkivel besz¢lt. Az azonos nemzetiségli vendégek egymast nem hivtak, de a tobbiekkel
mind beszéltek telefonon. Senki sem beszElt egy masik emberrel egynél tobbszor, és minden beszél-
getés pontosan két ember kozott zajlott. Hany telefonbeszélgetést bonyolitott le egymas kozott a 8
matematikus cstitortokon?

48. Egy kozépiskolai évfolyam kézilabda hazibajnoksagan az A, B, C, D, E és F osztaly egy-egy
csapattal vett részt.

a) Hanyféle sorrendben végezhettek az osztalyok a bajnoksagon, ha tudjuk, hogy holtverseny nem
volt, és valamilyen sorrendben az A ¢€s a B osztaly végzett az els6 két helyen, a D osztaly pedig nem
lett utols6?

b) Hanyféle sorrendben végezhettek az osztalyok a bajnoksagon, ha tudjuk, hogy holtverseny nem
volt, és az E osztaly megeldzte az F osztalyt?

A bajnoksagon mindenki mindenkivel egyszer jatszott, a gydzelemért 2, a dontetlenért 1, a vereségért
0 pont jart. Végiil az osztalyok sorrendje A, B, C, D, E, F lett, az elért pontszamaik pedig rendre 8, 7,
6, 5, 4 és 0. Tudjuk, hogy a mérkézéseknek éppen a harmada végzodott dontetlenre, és a masodik
helyezett B osztaly legydzte a bajnok A osztalyt.

c) Mutassa meg, hogy a B és a D osztaly kozotti mérkézés dontetlenre végzodott!

49. Adott két parhuzamos egyenes, e ¢és f. Kijeloliink e-n 5, f-en pedig 4 kiilonb6z6 pontot. Hany (e-
tol és f-tdl is kiilonbdzd) egyenest hataroz meg ez a 9 pont? Hany olyan haromszdg van, amelynek
mindharom csticsa a megadott 9 pont koziil keriil ki? Hany olyan négyszdg van, amelynek mindegyik
csuicsa a megadott 9 pont koziil kertl ki?

50. Négy hazaspar moziba ment; a 8 jegyet egymas mellé vették. a) Hanyféleképpen iilhetnek le
egymas mell¢, ha azt akarjak, hogy a hazasparok egymas mellett {iljenek? b) Hanyféleképpen tilhet-
nek le egymas mellé, ha azt akarjak, hogy a 4 férj, ill. a négy feleség iiljon egymas mellett?

51. a) Az ABC haromszdg oldalai: 10, 12 és 15 cm hossztak. Az oldalakon (az oldalak végpontjait
kivéve) minden egész cm helyen egy pontot helyeztiink el. Ez utan képeztik az Gsszes olyan
haromszoget, melynek csticspontjai a kijeldlt pontok koziil valé. Hany db ilyen haromszoget
képezhetiink? b) Az PQR szabalyos haromszog oldalai n cm hosszuak, ahol n > 2 pozitiv egész szam.
Az oldalakon (az oldalak végpontjait kivéve) minden egész cm helyen egy pontot helyeztiink el. Ez
utan képeztiik az 6sszes olyan haromszoget, melynek csucspontjai a kijelolt pontok kéziil valok, majd
képeztiik az 0sszes olyan négyszoget, melynek két csucsa egy oldalon, mésik két csucsa pedig a
masik, illetve a harmadik oldalon van a kijel6lt pontok koziil. Mibdl van tobb: haromszogbdl vagy
négyszogbol?

52. Egy geometriai épitOkészletben csak olyan palcikék vannak, amelyek hossza centiméterben mérve
egész szam, és mindenféle lehetséges hosszisag eléfordul 1 cm-tél 12 cm-ig. (Mindegyik fajta
palcikabol elegendden sok van a készletben.) Hany kiilonb6z6 modon vélaszthatunk ki 4 palcikat a
készletbdl ugy, hogy beldliik egy 24 cm kertiletli érintdnégyszoget lehessen épiteni? (Két kivalasztast
kiilonbozonek tekintiink, ha az egyik kivalasztas 4 palcikdja nem allithato parba a masik kivalasztas
4 palcikajaval ugy, hogy mind a 4 parban egyenld hosszu legyen a két palcika. Tudjuk tovabba, hogy
haa, b, c, d pozitiv szdmok, és a+ c=b + d, akkor az a, b, ¢, d hosszisagl szakaszokbdl szerkeszthetd

négyszog.)

53. Az ABCDE konvex 0tszog cslcsait piros, kék vagy zold szinlire szinezziik tigy, hogy barmely
két szomszédos csucsa kiilonbozd szinii legyen. Hany kiilonbozo szinezés lehetséges? (Az 0tszog
csucsait megkiilonbdztetjiik egymastol.)



54. A piros, kék, zold és sarga szinek koziil harom szin felhasznéalasaval ugy szinezziik ki az dbran
lathaté ABQ, BCQ, CQR, ACP és PQR haromszdgek belsejét, hogy a kozos hatarszakasszal rendel-
kez6 haromszogek kiilonbozo szinliek legyenek. (Egy-egy haromszog szinezéséhez csak egy-egy
szint hasznalunk.) Osszesen hany kiilonbdzd szinezés lehetséges?

C

A B

55. A lift felgjitasakor a liftben egyiitt utazék megengedett 6ssztomegét 300 kg-ra novelik, de a
személyek szamara vonatkozo6 korladtozas megmarad (legfeljebb 3 {6 utazhat egyiitt). Az uj eldiras
figyelembevételével hanyféleképpen mehetne fel a barati tarsasag 8 tagja a lifttel, ha minden
forduloban legalabb két személy utazna egyiitt? (Két ,,feljutast” kiilonbdzonek tekintiink, ha legalabb
egy csoport Osszetétele nem azonos a két feljutasban, vagy a csoportok mas sorrendben jutottak fel a
legfels6 emeletre.)

név Albert | Bori | Csaba | Dénes | Elek | Frigyes| Gabi | Helga
tomeg (kg) 82 74 90 88 83 85 63 71

56. Egy téglatest barmely harom csucsa egy haromszoget hataroz meg. A téglatest csucsai altal
meghatarozott haromszdgek kdzott hany olyan van, amelynek a sikja nem esik egybe a téglatest egyik
lapjénak sikjaval sem?

XIV. Valosziniiségszamitas (A)

69-79.

I.

1. Hét szabalyos pénzérmét egyszerre feldobtunk, és feljegyeztiik a fejek és irdsok szamat. a)
Mekkora a valoszintisége, hogy tobb fejet dobtunk, mint irdst? b) Mekkora annak a valoszinlisége,
hogy a fejek és irdsok szamanak kiilonbsége nagyobb haromnal?

2. Tegyiik fel, hogy a lakossag 34%-a dohanyos. Szamolja ki annak a valdszintiségét, hogy az or-
szagban 10 talalomra kivalasztott felndtt koziil egy sem dohényos!

3. A konyvkiado szerkesztdje egy konyv nyomtatasi formdjat tervezi. Minden lap also, felso és kiilsd
sz€lén kettd centiméteres margot szeretne hagyni, a belsd szélen a kotés miatt négy centiméterest. A
teljes lap teriilete 600 cm?2. A nyomtatott oldalak szama 120, és a nyomtatott oldalak szamozasa 3-
mal kezdddik. Ha véletlenszerlien kivalasztunk egy nyomtatott oldalt, mekkora valdszintiséggel lesz
az oldalszamban 2-es szamjegy?

4. A foiskolasok miveltségi vetélkeddjén négy 6tfés csapat indult. A vetélkedd utan az induld csapa-
tok tagjai kozott harom egyforma értékli konyvutalvanyt sorsolnak ki (mindenki legfeljebb egy
utalvanyt nyerhet). Mekkora a valdsziniisége annak, hogy az utalvanyokat harom olyan f6iskolas
nyeri, akik mindhdrman mas-mas csapat tagjai?



5. Egy szabalyos dobokockéval kétszer dobunk, és a kapott szdmokat a dobds sorrendjében beirjuk a

8a567b hatjegyli szdmban az a és a b helyére. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy az igy kapott

hatjegyli szdm minden szdmjegye kiilonb6z4?

6. Egy 11] tile.Sﬁ SOI’SngybéSl 5 milli6 darab kéSZﬁlt, cgy sorsjegy (db) | nyeremény (Ft)
sorsjegy ara 200 Ft. Minden egyes sorsjegyen vagy a ,,Nyert” 4 10.000.000
vagy a ,,Nem nyert” felirat talalhato, és a nyertes sorsjegyen 40 50.000
feltiintetik a nyertes szelvény tulajdonosa altal felvehetd 800 10.000
Osszeget is. A gyartds soran a mellékelt tablazat szerinti 150.000 1.000
eloszlasban késziilt el az 5 millid sorsjegy. Aki a kibocsatas 400.000 500

utan az elsd sorsjegyet megveszi, mekkora valdszinliséggel ;332?22 300

nyer a sorsjegy aranal tobbet?

7. A BKV megfigyelései alapjan az utasoknak kb. 8%-a bliccel, azaz érvényes jegy vagy bérlet nélkiil
utazik a jaratokon. Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy buszon, amelyen 24-en utaznak, a jegy-
ellendr nem talal bliccel6t?

8. Egy iskola alapitvanyi baljan a kordbban szokdsos tombolahtizas helyett egy egyszerii lottohtizast
szerveznek. A szelvényt vasaroloknak az elsé tiz pozitiv egész szam koziil kell 6t6t megjeldlniiik.
Huzaskor 6t szamot sorsolnak ki (az egyszer mar kihtizott szamokat nem teszik vissza). Egy lotto-
szelvény 200 Ft-ba keriil. Egy telitalalatos szelvénnyel 5000 Ft értékii, egy négytaldlatos szelvénnyel
1000 Ft értékii, az alapitvany altal vasarolt konyvutalvanyt lehet nyerni. Négynél kevesebb taldlatot
elérd szelvénnyel nem lehet nyerni semmit.

a) Hatdrozza meg annak a valdszinliségét, hogy a legkisebb kihuzott szam a 3.

b) Mennyi annak a valoszinlisége, hogy a szamokat ndvekvo sorrendben huzzak ki?

Az a) és b) kérdésekre adott valaszait harom tizedesjegyre kerekitve adja meg!

9. A0, 1, 2,3, 4, 5 szamjegyekbdl hany olyan négyjegyli paros szam képezhetd, melynek minden
szamjegye kiilonboz6?

10. Jarvanyos id6szakban egy nagyvaros lakoinak 0,2%-a fert6zott a jarvanyt okozo virussal. Ebben
az iddszakban a varos lakoi koziil 80-an ugyanazon az autdbuszon utaznak. Mekkora annak a valdszi-
nlisége, hogy az autdbusz 80 utasa kozott van legalabb egy fert6zott? Valaszat két tizedesjegyre
kerekitve adja meg!

11. A H halmaz az els6é 90 pozitiv egész szdm halmaza. H-bdl véletlenszertien kivéalasztunk két
kiilonb6zd szamot. b) Hatarozza meg annak a valoszinliségét, hogy a két kivalasztott szam egy derék-
sz0gl haromszog (fokban mért) valamelyik két szoge!

i
12. Tekintsiik az abran lathaté nyolcponta grafot.
b) A grafban véletlenszertien kivalasztunk két csucsot. Mennyi a 4 D
valosziniisége annak, hogy a két cstcsot €l koti dssze a grafban?




13. Az otoslotto-jatékban az elsé 90 pozitiv egész szambol kell 6t kiillonbozot megjeldlni. A
sorsolason 6t (kiilonb6zd) nyerdszamot huznak ki. (Sem a megjeldlés, sem a kihtizés sorrendje nem
szamit.) Katia 7, 9, 14, 64, 68 szamokat jelolte meg. A sorsoldson az els6 harom kihtizott nyerészam
a7,a9 ésa 14 volt. Kati igy gondolja, hogy most nagy esélye van legalabb négy talalatot elérni.

b) Hatarozza meg annak a valdszintiségét, hogy a hatralevo két nyerdszam koziil Kati legalabb az
egyiket eltalalja!

14. Egy szabalyos dobokockéval haromszor dobunk. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a maso-
diknak dobott szam éppen a masik két dobott szam atlaga?

15. Egy dobozban 3 piros és 7 kék goly¢ talalhato. Kihtizunk a dobozbol egymas utan két golyot ugy,
hogy az elséként kihuzott golydt a huzds utdn nem tessziik vissza. Hatirozza meg annak a
valoszinliségét, hogy a kihtzott két golyo kozott lesz piros!

16. Balazs pontosan 4 tojasbol szeretne rantottat késziteni maganak. Van 6 tojas a hiitdben, amelyek
kozil 5 jo és 1 romlott (zép), de ezt 6 nem tudja. Baldzs sietdsen, egymas utan {iti bele a tojasokat
egy talba. Ha 4 jo tojas kertil a tilba, akkor mar késziilhet is a rantotta, ha azonban két vagy harom jo
tojas utan a romlott tojas kertil a talba, akkor sajnos nem sikeriil Balazs terve. (Ha romlott tojast {it a
talba, akkor azt Balazs rogton észreveszi, és az egészet kionti. Am ha ekkor még maradt legaldbb 4
tojas a hitében, akkor Ujra nekilat a rantotta készitésének.) Szamitsa ki, mennyi a valdszinlisége
annak, hogy Balézs elkészitheti a négytojasos rantottat!

II.

17. Egy egyetem természettudomanyi karanak tanévzard linnepségén 6 doktorandusz hallgato, vala-
mint egy biologia professzor, egy fizika professzor és egy matematika professzor kapott dijat kima-
gaslo kutatoi tevékenységéért. Szamukra az elsdsorban helyeztek el 9 széket. Mennyi a valoszinlisége
annak, hogy a bioldgia professzor masodikként veheti at a dijat ugy, hogy kézvetleniil eldtte is, utana
is doktorandusz hallgatot szolitanak a dij atvételére, és az linnepségen a dijak atadasanal minden
egyes sorrend egyenld valoszinliséggel valosul meg?

18. Egy urndban 5 azonos méretli goly6 van, 2 piros €s 3 fehér. Egyesével, ¢s mindegyik golyot
azonos eséllyel huzzuk ki az urnébdl a bent levok koziil. Mennyi annak a valoszinlisége, hogy az
utolso (6todik) hiizas eldtt az urnaban egy darab fehér golyé marad?

19. Egy nagyvarosban a helyi jaratokon olyan buszjegyet kell érvényesiteni, amelyen egy 3x3-as
négyzetben 1-t6l 9-ig szerepelnek a szamok. A jegy érvényesitésekor a jegykezeldautomata a kilenc
mez3b6l mindig pontosan harmat lyukaszt ki. Két kisiskolas a buszra varakozva beszélget. Aron azt
mondja, hogy szeretné, ha a buszjegyen kilyukasztott harom szdm mindegyike prim lenne. Zita pedig
azt reméli, hogy a szamok Osszege 13 lesz. Mekkora valosziniiséggel teljesiil Aron, illetve Zita
kivansaga?

20. Barbara, Bea, Bori, Balazs ¢s 4 baratjuk (Attila, Andras, Ali és Anna) moziba ment. Mind a 8
jegy egy sorba, egymas mellé szolt. A 8 ember tigy iil le, hogy azonos betiivel kezd6do keresztneviiek
koziil semelyik kettd nem keriil egymas mellé. Mekkora a valosziniisége annak, hogy a ilyen tilésrend
alakul ki, ha minden iilésrend egyenléen valdszinii?

21. Egy matematikus harom német és négy magyar matematikust hivott vendégségbe szombat
délutanra. Csiitortokon a hazigazda és a 7 meghivott koziil néhdnyan telefonon egyeztettek. A tele-
fonbeszélgetés soran minden meghivott vendég megmondta, hogy mekkora valdszinliséggel megy el
a szombati vendégségbe. Mindannyian ugyanazt a valoszinliséget mondtak. A hdzigazda tudta, hogy
a meghivottak egymastol fliggetlentil dontenek arrdl, hogy eljonnek-e. Kiszamolta, hogy 0,028 annak



a valoszinlisége, hogy mindannyian eljonnek. Mennyi annak a valosziniisége, hogy legalabb egy
meghivott elmegy a vendégségbe? (Valaszat harom tizedesjegyre kerekitve adja meg!)

22. Egy konyvkiadé minden negyedévben Osszesiti, hogy harom iizletében melyik szépirodalmi
kiadvanyabol fogyott a legtobb. A legutobbi Gsszesitéskor mindharom iizletben ugyanaz a harom
szerzOvolt a legnépszeriibb: Arany Janos, Mérai Sandor ¢s Jozsef. A tdblazat az mutatja, hogy mennyi
konyvet adtak el az egyes boltokban.

1. iizlet 2. lizlet 3. lizlet Osszesitett
forgalom
Arany Janos 119 a0 72 281
Marai Sandor 119 126 117 362
Jozsefl Attila 170 216 27 413
Osszesen 408 432 216

A konyvkiad6 a harom iizletében minden eladott konyvhoz ad egy sorsjegyet. Ezek a sorsjegyek egy
koz0s sorsoldson vesznek részt negyedévenként. A vizsgalt iddszakban azok a sorsjegyek vesznek
részt a sorsolason, amelyeket a fenti harom szerz6 miiveinek vasarloi kaptak. Két darab 50 ezer
forintos konyvutalvanyt sorsolnak ki koztiikk. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a vizsgalt idszak
sorsolasan mind a két nyertes sorsjegyet Marai Sandor egy-egy konyvéhez adtak, és mindkét konyvet
a 2. lizletben vasaroltak? Valaszat harom tizedesjegy pontossaggal adja meg!

23. Felmérések szerint az internetes kapcsolattal rendelkezok 17%-a vésarol az interneten, 33%-a tolt
le szoftvert az internetrdl. A statisztika szerint az internetezok 14%-a mindkét szolgéltatast igénybe
veszi. Mennyi a valosziniisége a kovetkezd eseményeknek?

a) Egy véletlenszertien kivalasztott internetes kapcsolattal rendelkezé személy nem vasarol az inter-
neten.

b) Egy véletlenszerlien kivalasztott internetes kapcsolattal rendelkezd személy vaséarol az interneten,
vagy szoftvert tolt le. (Megengedve, hogy esetleg mindkét szolgaltatast igénybe veszi.)

c) Egy véletlenszerlien kivalasztott internetes kapcsolattal rendelkezd személy nem vasarol az inter-
neten €s szoftvert sem tolt le az internetrdl.

d) Harom véletlenszeriien kivélasztott internetes kapcsolattal rendelkezd személy koziil egyik sem
vasarol az interneten. (A kivélasztast visszatevéses modszerrel végzik el.)

24. Egy 32 {0s érettségizo osztaly tanuldi harom kiilonb6zo tancot mutatnak be a szalagavato balon.
A kovetkez6 tablazat az egyes tancokban fellépd didkok szamat mutatja nemenkénti bontasban.

Keringd | Kan-kan | Hip-hop | Egyik sem
Liny 9 6 10
Fii 9 0 4
Van 2 olyan lany, aki mindhdrom tancban fellép, ugyanakkor nincs olyan fitl az osztalyban, aki egynél
tobb produkcioban részt venne. a) A lanyok koziil kettdt véletlenszerlien kivalasztva, mennyi annak
a valdszinlisége, hogy mindketten tdncolnak a kan-kdnban? b) Az osztily tanuldi koziil egyet
véletlenszerlien kivalasztva, mennyi a valdszinlisége annak, hogy az illetd pontosan két tdncban
szerepel?

bt | b

25. a) Két szabalyos dobokockat egyszerre feldobunk. Szamitsa ki a kovetkezd két esemény
valdszinliségét: A: a dobott pontok dsszege prim; B: a dobott pontok Osszege oszthatd 3-mal.

b) Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl véletlenszertien kivalasztunk harom kiilonb6z6t. Mennyi a
valoszinlisége annak, hogy a kivélasztott szamjegyek mindegyikének egyszeri felhasznalasaval 4-
gyel oszthaté haromjegyti szamot tudunk képezni?



26. Egy dobozban 6t piros golyd van. a) Hany fehér golyot kell a dobozba tenniink, ha ezt akarjuk,
hogy ezutdn a dobozbol a golydk koziil egyet véletlenszerien kihuzva (a golydk kihuzasanak
valoszinlisége megegyezik) a kihuzott golyo 0,25 valoszinliséggel piros legyen? b) Legalabb hany
fehér és hany fekete golyot kell a dobozba tenniink (mindegyikbdl legalabb egyet-egyet), ha azt akar-
juk, hogy ezutan a dobozbdl a golydk koziil egyet véletlenszeriien kihtizva, a kihtazott golyé 0,25
valosziniiséggel ne fekete legyen?

27. Andras, Béla és Csaba kockéztak. Harom kiilonb6z6 szinti kockaval dobtak: pirossal, kékkel és
zolddel. A jatékot az nyeri, aki a legtobb pontot (vagyis a kockékkal dobott pontok 6sszegét) dobja,
de a piros kocka pontértéke duplan szamit.
a) El6szor Andras dobott, pontértéke 19. Eztan Béla kovetkezett; 6 21 pontot dobott. Mekkora annak
a valosziniisége, hogy Béla nyeri a jatékot?

b) A kovetkez6 kort Csaba nyerte 7 ponttal. Béla lett a harmadik 4 ponttal. Hanyféleképpen alakul-
hatott Andras dobésa?

c) Melyik dobasnak nagyobb a valosziniisége: annak, hogy 9-et dobunk vagy annak, hogy 19-et do-
bunk?

28. Egy iskola alapitvanyi baljan a kordbban szokasos tombolahtizés helyett egy egyszerti lottohuzast
szerveznek. A szelvényt vasaroloknak az elsé tiz pozitiv egész szam koziil kell 6tot megjeldlniiik.
Huzéaskor 6t szamot sorsolnak ki (az egyszer mar kihuzott szdmokat nem teszik vissza). Egy
lottészelvény 200 Ft-ba keriil. Egy telitalalatos szelvénnyel 5000 Ft értékii, egy négytalalatos szel-
vénnyel 1000 Ft értéki, az alapitvany altal vasarolt konyvutalvanyt lehet nyerni. Négynél kevesebb
talalatot eléré szelvénnyel nem lehet nyerni semmit. Szamoléassal igazolja, hogy a telitalalat
valoszintisége (harom tizedesjegyre kerekitve) 0,004, a négyes talalat valoszintisége pedig 0,099.

29. Egy korvonalon felvettiink 6t pontot, és behuztuk az altaluk meghatarozott 10 hurt. Jelolje a
pontokat pozitiv koriiljarasi irdnyban rendre A, B, C, D és E.

a) Véletlenszerlien kivalasztunk 4 htrt. Mennyi annak a valosziniisége, hogy ezek a hurok egy konvex
négyszoget alkotnak?

b) Hanyféleképpen juthatunk el a hurok mentén A-bol C-be, ha a B, D és E pontok mindegyikén
legfeljebb egyszer haladhatunk 4t? (Az A pontot csak az ut kezdetén, a C pontot csak az Ut végén
érinthetjiik.)

30. Egy 16 pontu teljes graf 6sszes €lét tigy szineztiik ki pirossal vagy sargdval, hogy minden pontbdl
pontosan harom piros €l induljon ki. A pontok koziil véletlenszeriien kivalasztunk kettét. Mennyi
annak a valdsziniisége, hogy a kivalasztott két pontot piros €l koti 6ssze?

31. Az ulti nevii kartyajatékot magyar kartyaval jatsszédk, melyben 4 szin (piros, tok, makk, zold) és
minden szinben 8 lap (VII, VIIL, IX, X, also, felso, kirdly, 4sz), dsszesen tehat 32 lap van. Dénes,
Elemér és Fanni ultiznak: egy osztasnal mindharom jatékos (véletlenszerti elosztassal) 10-10 lapot
kap, a maradék 2 lap pedig az ugynevezett talonba keriil. Szdmitassal igazolja, hogy (négy
tizedesjegyre kerekitve) 0,7966 annak a valoszinlisége, hogy az osztaskor Fanni kap legalabb egy
aszt!

32. A cég ligyfélszolgalatanak hosszu iddszakra vonatkozo adataibol az deriilt ki, hogy atlagosan
minden nyolcvanadik vasarlo tér vissza késObb valamilyen mindségi kifogassal. Hatarozza meg
annak a valdszinliségét, hogy 100 vasarlo koziil legfeljebb kettdnek lesz késébb mindségi kifogasa!

33. Harom lany és n fiti véletlenszeri elrendezésben leiil egy sorba. Hatdrozza meg n értékét,

ha%annak a valdsziniisége, hogy a harom lany egymas mellett iil!



34. Egy szamtani sorozat els tagja 4, differenciaja 5. Egy mértani sorozat elsd tagja 3, hanyadosa 2.
Az 1000-n¢él kisebb pozitiv egészek koziil egyet véletlenszerlien kivalasztunk. Mekkora a

valoszinlisége, hogy olyan szamot valasztottunk, amely tagja valamelyik sorozatnak? Valaszat 2

alakban adja meg gy, hogy p €s q pozitiv egészek és relativ primek legyenek!

35. Egy hasznalt laptop-akkumulatorokat arusitdo iizletben a 25 azonos tipusu akkumulétor
toltéskapacitasa 60% ¢és 80% kozott van, de koziiliik csak 10-nek kisebb a tdltéskapacitasa 70%-nal.
Egy vevé a 25 akkumulator koziil harmat vasarol meg. Ha a harom akkumulatort véletlenszertien
valasztja ki, akkor mennyi a valdszinlisége annak, hogy legfeljebb az egyiknek lesz 70%-nal kisebb
a toltéskapacitasa?

36. Az iskolai karacsonyi vasarra késziiloédve Blanka, Csenge és Dori feladata az volt, hogy
kiilonbozd figurakat hajtogassanak szines papirbol. Osszesen 70 figurat hajtogattak. A figurak
kétheted részét Dori készitette, a maradékot pedig fele-fele aranyban Blanka és Csenge.

a) Szamitsa ki annak a valoszintiségét, hogy a 70 figura koziil véletlenszertien kivalasztott két figurat
ugyanaz a lany készitette!

A Blanka altal készitett figurak 40%-a volt karacsonyfa, a Csenge altal készitett figurdknak 60%-a, a
Dori altal készitett figuraknak pedig 30%-a. Az elsé vasarloé a vasaron Blanka édesanyja volt; 6
megvett egy véletlenszeriien kivalasztott karacsonyfa-figurat.

b) Hatdrozza meg annak a valdszinliségét, hogy a figurat éppen Blanka készitette!

37. Az A, B, C, D, E, F kereskeddcégek mindegyike mind az 6t masik céggel kotott egy-egy tizletet
az el6z6 honapban (barmelyik két cég kozott pontosan egy tizletkotés jott 1étre). Az ellendrzd hatdsag
véletlenszertien kivalaszt a hat cég el6z6 havi (egymas kozotti) lizletkotései koziil négyet, és azokat
ellendrzi. Mekkora annak a valosziniisége, hogy az A vagy a B cég iizletkotései koziil is ellendriznek
legalabb egyet?

38. A romai katondk az ugynevezett taxillus-szal jatszottak ,.kockajatékot”.(A taxillus a kecske vagy
a juh térdkaldcsabol faragott csontocska; 1d. a képen.) Dobés utdn egy taxillus négy kiilonb6zd
oldalara eshetett. Jelolje ezt a négy kiilonbozo helyzetet A, B, C és D. Az egyes dobaskimenetelek
nem voltak egyforman valdsziniiek: az A, illetve a B helyzet egyarant 4/10 , a C, illetve a D helyzet
pedig egyarant 1/10 valdszintiséggel kovetkezett be. A rdmaiak altaldban négy taxillust dobtak fel
egyszerre. A Venus-dobas volt az egyik legértékesebb, ekkor a négy csontocska mindegyike mas-
mas oldalara esett.

a) Mennyi a Venus-dobas valoszinlisége?

b) A kovetkezd két esemény koziil melyiknek nagyobb a
valoszinlisége?

I. Négy feldobott taxillus kozott lesz olyan, amelyik C
helyzetben érkezik le.

I1. Négy feldobott taxillus kdzott pontosan egy érkezik le az A
helyzetben.

39. Egy biivész két egyforma ,,dobotetraédert” hasznal az egyik mutatvanydhoz. A dobdtetraé¢der
alakja szabalyos haromoldala gula. A tetraé¢derrel 1-est, 2-est, 3-ast vagy 4-est lehet dobni (a dobas
eredményének az alsé lapon 1évé szamot tekintjiik). Az 1-es, a 2-es, illetve a 3-as dobasanak valo-
szinlisége egyenld. A 4-es dobdsanak valdszinlisége 6tszor akkora, mint az 1-es dobasé. Ha a blivész
a két dobotetraédert egyszerre dobja fel, akkor mennyi annak a valoszinilisége, hogy a dobott szamok
Osszege 6 lesz?



40. Az évfolyamdolgozat egyik feladatdban 6t feleletvalasztos kérdésben kellett négy-négy valasz-
lehetdség koziil az egyetlen helyeset kivalasztani. Amikor Domonkos elolvasta a kérdéseket, akkor
latta, hogy az elsO két kérdésre biztosan tudja a helyes valaszt (ezeket be is jeloli majd). A harmadik
¢s a negyedik kérdésnél egy-egy valaszlehetdségrol, az 6todik kérdésnél pedig két valaszlehetdségrol
tudta biztosan, hogy azok rosszak. Ezért igy dontott, hogy az utolsé harom kérdésnél tippelni fog:
véletlenszerlien valaszt azon vélaszlehetdségek koziil, amelyekrdl nem tudja biztosan, hogy rosszak.
b) Hatarozza meg Domonkos helyes valaszai szamanak varhat6 értékét!

41. Minden egyes elkésziilt termék (egymastdl fiiggetleniil) p valoszinliséggel selejtes. Egy kamion
tobb ezer labost szallitott a megrendeldnek, melyek koziil a mindségellendrok 20-at vizsgalnak meg
a szallitmany atvétele elott. Legfeljebb mekkora lehet p értéke, ha legalabb 0,8 annak a valoszinlisége,
hogy a 20 megvizsgalt termék egyike sem selejtes?

42. Andras, Bori, Csaba és Dora egy szabalyos dobokockéval dobnak egyet-egyet, és az nyer, aki a
legnagyobb olyan szamot dobta, amit a tobbiek nem dobtak (példaul 6, 6, 4, 1 dobasok esetén a 4-est
dob¢ jatékos nyer). Ha nincs ilyen szam, akkor nem nyer senki. Bori 5-6st dobott, a tobbiek ezutan
fognak dobni. Mennyi a val6sziniisége annak, hogy Bori nyer?

43. Pali és a testvére, Lilla egyiitt szeretnének filmet nézni. Harom film koziil valasztanak: az egyik
a Kocka, a masik A kor, a harmadik pedig a Képlet cimi film. Pali ezek koziil az egyik filmnek 1
pontot, egy mdsiknak 2 pontot, a harmadiknak pedig 3 pontot ad, majd (Palitol fiiggetleniil)
ugyanezt teszi Lilla is. A két pontszamot mindegyik film esetében 0sszeadjak, majd a legkisebb
pontdsszegii filmet nézik meg. Ha tobb ilyen film is van, akkor filmnézés helyett tarsasjatékoznak.

b) Hanyféleképpen oszthatjdk ki a pontokat a testvérek gy, hogy mindharom film pontdsszege
ugyanannyi legyen?

c) Ha Pali ¢és Lilla is véletlenszerlien osztja ki a pontszdmokat a filmek kozott, akkor
mennyi a valoszinlisége annak, hogy filmnézés lesz a pontozas eredménye?

44. Egy szabalyos dobokockaval kétszer dobunk. Hatarozza meg annak a valoszinliségét, hogy a két
dobott szam szorzata 2-vel oszthato lesz, de 4-gyel nem!

45. Aliz€k osztalytermében az egyik fal mellett harom sorban 12-12, 6sszesen 36 szekrény talalhato
a diakok szamara, 1-t6] 36-ig megszamozva. Az osztalyba 33-an jarnak. Tanév elején minden didk —
sorsolas Utjan — egy-egy szekrényt kap. Harom szekrény igy a sorsolds utan iiresen marad. Legyen az
A esemény az, hogy a harom iiresen maradd szekrény egy sorban talalhato, a B esemény pedig az,
hogy a harom iiresen maradd szekrény harom kiilonb6zd sorban taldlhatdé. Melyik eseménynek
nagyobb a valoszinlisége?

I11.

46. Egy gimnazium alapitvanyanak kuratériuma ugy dontott, hogy elindit egy lottojatékot, amelynek
bevételébdl bizonyos részt a nyereményekre, bizonyos részt jotékonysagi célokra fordit. Ebben a
jatékban heti rendszerességgel az els6 40 pozitiv egész szdmbol huznak ki véletlenszerilien négyet.
Andrés a kovetkezé mddon valasztja ki azokat a szamokat, amelyeket megjatszik ezen a lotton: az
elsd két szam kivalasztasa utdn harmadiknak az elsé két szdm Osszegét, negyediknek pedig az elsé
harom szam Gsszegét valasztja. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy Andréasnak telitalalata lesz, ha
az egyik héten a fenti szabalynak megfelel6 minden egyes szamnégyest pontosan egyszer megjatszik?



47. Annénak az facebookon 40 ismerdse van. (Ebben a feladatban minden ismeretséget kdlcsondsnek
tekintiink.) Anna ismerdseinek mindegyike Anna tobbi ismerdse koziil pontosan egyet nem ismer. b)
Mekkora annak a valdszintisége, hogy Anna 40 ismerdse koziil véletlenszertien valasztva kettot, 6k
ismerik egymast? c) Valasszunk most a 41 személy koziil véletlenszeriien kett6t! Mennyi a valoszi-
niisége, hogy nem ismerik egymast?

48. Andras edzétaborban késziil egy uszoversenyre, 20 napon at. Azt tervezte, hogy naponta 10 000
métert Uszik. De az elsO napon a tervezettnél 10%-kal tobbet, a masodik napon pedig az el6z6 napinal
10%-kal kevesebbet teljesitett. A 3. napon ismét 10%-kal ndvelte az el6zOnapi adagjat, a 4. napon
10%-kal kevesebbet edzett, mint az el6z0 napon, €s igy folytatta, paratlan sorszamu napon 10%-kal
tobbet, paroson 10%-kal kevesebbet teljesitett, mint a megel6z6 napon. Az edzdtaborozés 20 napjabol
véletlenszerlien valasztunk két szomszédos napot. Mekkora a valoszinlisége, hogy Andras e két napon
egylittesen legalabb 20 000 métert teljesitett?

49. Egy zeneiskolaban harom hangszeren: zongoran, gitaron és szaxofonon lehet tanulni. Tavaly 18
tanul6 iratkozott be a zeneiskoldba. Koziiliik mindenki egy vagy két hangszeren tanult jatszani, harom
hangszeren egyikiik sem. Tizendten tanultak zongordzni, nyolcan gitarozni és heten szaxofonozni. A
zeneiskola tanuloéi kozott két jegyet sorsoltak ki ugyanarra a hangversenyre tigy, hogy két didk nevét
haztdk ki véletlenszeriien. Mekkora a valosziniisége, hogy vagy mindkét kisorsolt didk szaxofonozni
tanult, vagy mindketten gitarozni tanultak?

50. Peti levelet irt négy baratjanak, Andrasnak, Bélanak, Csabanak ¢s Daninak, és mindenkinek 1-1
fényképet is akart kiildeni a nyaraldsrol. A négy fénykép kiillonbozd volt, és Peti mindegyikiik hat-
lapjéra rairta, kinek szanja. A fényképeket végiil figyelmetleniil rakta boritékba, bar mindenki kapott
a levelében egy fényképet is. Melyik esemény bekdvetkezésének nagyobb a valdsziniisége: — senki
sem kapja azt a fényképet, amelyet Peti neki szant; vagy — pontosan egyikiik kap olyan fényképet,
amelyen a sajat neve szerepel?

51. Egy szabalyos érme egyik oldalan a 6-os, a masikon pedig a 4-es szamjegy lathatd. Az érmét
négyszer egymas utan feldobjuk, és a dobott szamokat Osszeadjuk. Milyen értékeket kaphatunk
Osszeg gyanant? Az egyes 0sszegek dobasanak mekkora a valoszinlisége?

52. A ,,bergengdc” lottoban kétszer huznak egy jatéknapon. Bandi egy szelvénnyel jatszik, tehat az
adott jatéknapon mindkét huzasnal nyerhet ugyanazzal a szelvénnyel.

b) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy egy adott jatéknapon Bandinak legalabb egy telitalalata lesz,
ha p annak a valészintisége (0<p<1), hogy egy szelvényen, egy hiuzés esetén telitalalata lesz?

Megvaltoztattak a jatékszabalyokat: minden jatéknapon csak egyszer huznak (mas jatékszabaly nem
valtozott). Bandi most két (nem feltétleniil kiillonbozden kitdltott) szelvénnyel jatszik.

c) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy egy adott jatéknapon Bandinak telitaldlata legyen
valamelyik szelvényén?

d) A telitaldlat szempontjabol a b) vagy a c)-ben leirt jaték kedvezébb Bandi szaméara?

53. Egy urnaban egy fehér, egy piros és egy kék goly6 talalhatd. Egymds utdn 6tszor hizunk az
urnabol egy-egy golyo6t ugy, hogy a kihtzott goly6t minden huzas utan visszatessziik. a) Mekkora a
valosziniisége, hogy az 6t hiizas soran kihuzott kék és piros golydk szdma megegyezik? b) Mekkora
a valdszintisége, hogy az 6t huzas soran tobb kék golyot huzunk, mint pirosat?

54. Adott két parhuzamos egyenes, e €s f. Kijeloliink e-n 5, f-en pedig 4 kiilonb6z6 pontot. A 9 pont
mindegyikét véletlenszertien kékre vagy pirosra szinezziik. Mekkora a valosziniisége annak, hogy az
e egyenes 5 pontja is azonos szini €s az f egyenes 4 pontja is azonos szini lesz?



55. Az A, B, C, D ¢és E pontok egy otpontu teljes graf csticsai. A graf ¢élei koziil véletlenszeriien
beszineziink hatot. Mekkora a valdszinlisége annak, hogy az A, B, C, D, E pontokbdl €s a szinezett
¢lekbdl allo graf nem lesz 6sszefliggd?

56. A gyarban (ahol ezeket az épitdelemeket készitik) nagyon iigyelnek a pontossagra. Egymillio
épitdelembdl atlagosan csupan 20 selejtes. Andras olyan készletet szeretne vasarolni, melyre igaz a
kovetkezo allitas: 0,01-nal kisebb annak a valoszinlisége, hogy a dobozban talalhatd épitdéelemek
kozott van selejtes. Legfeljebb hany darabos készletet vasarolhat Andrés?

57. Egy dobozban 17 darab egyforma sugaru golyo van. A golyok koziil 8 darab sarga és 9 darab
z0ld. A golyok meg vannak szdmozva 1-t6]1 17-ig. Mennyi annak a valdszintiisége, hogy visszatevés
nélkil 3 golyot kihtizva a golydkon taldlhatd szamok Osszege oszthaté 3-mal? Valaszat harom
tizedesjegyre kerekitve adja meg!

58. A tojasokat 12 db-os dobozokban aruljak. Minden tojas 1/12 valosziniiséggel sériilt. a) Mekkora
annak a valoszinlisége, hogy egy doboz csak ép tojdsokat tartalmaz? b) Mekkora annak a
valdszinlisége, hogy egy doboz kettd vagy tobb tordtt tojast tartalmaz? c) A boltban tizen vesznek
egy-egy doboz tojast. Mekkora az esélye, hogy koziiliik ketten csupa €p tojast tartalmazo dobozt
visznek haza?

59. Egy urnaban elhelyeztiik az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 szamjegyeket, majd véletlenszeriien kivettiink
koziiliik négyet. a) A kivett 4 db szdmot a kivétel sorrendjében egymas mell¢ leirjuk. Hany db négy-
jegyl szamot kaphatunk ilyen médon? b) A kivett 4 db szamot a kivétel sorrendjében egymas mellé
leirjuk. Mekkora annak a valdszinlisége, hogy az igy leirt négyjegyli szam 5-tel oszthat6, 5000-nél
nagyobb szadm? c) Mekkora annak a valosziniisége, hogy a kivett négy db szdmjegy kozott van 2
olyan, melyek szamtani kdzepe nem egész szdm?

60. Egy verseny soran Andras a kovetkezd feladatot kapta: elé tettek két urnat. Mindkettdben volt 4
fekete, 5 piros és 1 kék golyd. Andrasnak valamelyik urndbol kellett huznia egy goly6t. Ha pirosat
huzott, nyert 10000 Ft-ot és tovabb jutott. Ha feketét huzott, akkor kiesett. Ha az els6 urnat valasztotta
¢és kék golyot huzott (amit huzas utdn nem tesznek vissza), akkor az urndban elhelyeztek még egy
piros golyot €s Ujra huzhatott ugyanabbdl az urnabol. Ha a masodik urnat valasztotta és kék golyot
hazott, (amit hizds utdn most sem tesznek vissza), akkor az urnabol kivettek egy fekete golyot és
Andrés Gjra huzhatott ugyanabbol az urnabol. Melyik urnat valassza Andras?

61. Egy korvonalon felvettiink 6t pontot, és behuztuk az altaluk meghatarozott 10 hurt. Jelolje a
pontokat pozitiv koriiljarasi irdnyban rendre A, B, C, D és E. A 10 hur mindegyikét kiszinezziik egy-
egy szinnel, pirosra vagy sargara vagy zoldre. Hany olyan szinezés van, amelyben mindharom szin
el6fordul?

62. Dani sportlovészedzésre jar, ahol koronglovészetet tanul. Az elsé félév végén kidertilt, hogy még
elég bizonytalanul céloz: hlisz 16vésbdl atlagosan 6tszor talalja el a repiilé agyagkorongot. (Tekintsiik

ezt gy, hogy minden 16vésnél % az es¢lye annak, hogy Dani talélatot ér el.)

b) Az elsd felév végén legaldbb hany egymas utan leadott 16vés kell ahhoz, hogy Dani legalabb 95%-
os eséllyel legalabb egyszer eltalélja a repiilé korongot?

A rendszeres edzéseknek koszonhetéen Dani eredményessége javult. A masodik félév végén mar
0,72 volt annak a valosziniisége, hogy harom egymas utan leadott 16vésbdl pontosan egy vagy
pontosan két talalatot ér el.

¢) Szamitsa ki, hogy a masodik félév végén mekkora valoszinliséggel ér el talalatot egy 16vésbol
Dani!



63. A bioldgiaoran egy kezdetben tizmillids baktériumhalmaznak a kornyezethez valo alkalmazko-
déasat modellezik a tanulok. Egy szabalyos dobokockéaval dobnak, és ha a dobas eredménye 1, 2 vagy
3, akkor egymillié baktérium elpusztul. Ha a dobas eredménye 4 vagy 5, akkor nem torténik semmi.
Ha a dobés eredménye 6, akkor ujabb egymilli6 baktérium keletkezik. A dobast tobbszor egymas
utdn megismétlik. Szamitsa ki annak a valoszinliségét, hogy hét dobas utan a baktériumok szama
legfeljebb 6tmillio lesz!

64. A 1égitarsasag vezetdségi értekezletén megallapitottak, hogy az 1-es szamu jaratukon legfeljebb
168 utasnak van hely, de minden alkalommal sokkal tobben szeretnének jegyet valtani. Tobb év
tapasztalatai szerint 0,032 annak a valdszinlisége, hogy erre a jaratra valaki megveszi a jegyet, de
aztan valamilyen ok miatt mégsem jelenik meg a jarat induldsanal. Emiatt a vezetdség tigy dont, hogy
erre a 168 f0s jaratra ezentl 170 jegyet adnak el. Az érvényes szabalyozas szerint a tobb jegy eladasa
miatt a jaratrol esetleg lemaradd utasoknak a légitarsasag fejenként 600 eurd kartéritést koteles
fizetni. Ha a vezetdség megéllapitasai helyesek, akkor mennyi a valdszinlisége annak, hogy az 1-es
szamu jarat egy indulasanal legfeljebb 168 utas jelenik meg, és mennyi a tarsasag altal fizetendd
kartérités varhat6 értéke a jarat egy utjat tekintve?

65. Anna ¢s Balazs felvaltva dobnak egy szabalyos dobokockaval. A jatékot Anna kezdi. Az nyer,
aki eldszor dob hatost. (Az elsd hatosdobas utan a jatéknak vége van.)

a) Igazolja, hogy 5/36 annak a valdszinlisége, hogy Balazs az elsé dobasaval megnyeri a jatékot!

b) Hatdrozza meg annak a valosziniiségét, hogy Anna az elsé harom dobasanak valamelyikével
megnyeri a jatékot!

c) Hatdrozza meg annak a valdszinliségét, hogy Anna nyeri a jatékot!

XV. Sikgeometria

26-38., 61-79. 32-40., 56-69. 24-33., 79-90. 57-66., 81-89.

I.

1. Az ABCDEF szabalyos hatszogben a rovidebb atlo hossza 5v/2. Szamitsa ki a hatszog teriiletének
pontos értékét!

2. Egy televiziokésziilek termékleirasdban szerepld ,,16:9-es tipus” azt adja meg, hogy mennyi a
téglalap alaku tv-képernyd két szomszédos oldalhosszanak aranya, a ,,40 colos” jellemzd pedig a
képerny6 atlojanak a hosszat adja meg col-ban (1 col = 2,54 cm). a) Szédmitsa ki a 40 colos, 16:9-es
képernyd oldalainak hosszat! Valaszat cm-ben, egy tizedesjegyre kerekitve adja meg!

3. A fénymasolo gépekhez is hasznalt téglalap alakt papirlapok mindegyikének olyan a méretezése,
hogy a hosszabb és a rovidebb oldal aranya (megkozelitéleg) v2. Ezt a szamot roviden a téglalap

alaka papirlap méretaranyanak is nevezik. Mutassa meg, hogy ha egy V2 méretaranyt papirlapot
félbevagunk tigy, hogy a vagasi él merdleges a papirlap hosszabb oldaléra, akkor az igy keletkezd két

egybevago papirlap ugyancsak v2 méretaranyu lesz!

A szabvanyos papirlapok méretét egy nagybetiivel és a betli utan irt természetes szdmmal jelolik
(példaul A0, A1, BS). Az AO-s papirlap méretaranya v/2, a teriilete pedig éppen 1 m?.
b) Szamitsa ki az A0-s papirlap oldalainak hosszat egész milliméterre kerekitve!

4. A PQRS hurnégyszoget a PR és a QS atlok megrajzolasaval négy haromszdgre bontottuk. Igazolja,
hogy ezek koziil a két-két szemkozti hdromszog hasonld egyméshoz!



5. Az ABCD négyzet kortlirt korén felvettiink egy olyan P pontot, amelyik nem csticsa a négyzetnek.
a) Bizonyitsa be, hogy AP? 4+ CP? = BP? + DP?

Egy cég az éaltala forgalmazott poharakat
négyesével csomagolja ugy, hogy a
poharakhoz még egy talcat is ad ajaindékba. A
20 cm (belsd) atmérdja, feliil nyitott
| forgashenger alaki talcara négy egyforma
\‘—’i (szintén forgashenger alaku) poharat tesznek
ugy, hogy azok szorosan illeszkednek
egymashoz ¢és a talca oldalfaldhoz is.

b) Igazolja, hogy a poharak alapkorének sugara nagyobb 4,1 cm-nél!

6. Ha egy haromszog szabalyos, akkor a koriilirt korének kdzéppontja megegyezik a beirt korének
kozéppontjaval. Fogalmazza meg ezen (igaz) allitds megforditasat, és igazolja, hogy a megforditott
allitas is igaz!

7. Egy haromszog oldalainak hossza 7 cm, 9 cm és 11 cm.
a) Igazolja, hogy a haromszog hegyesszogi!

Egy derékszogli haromszog oldalainak centiméterben mért hossza egy szamtani sorozat harom
egymast koveto tagja.
b) Igazolja, hogy a haromszog oldalainak aranya 3:4:5.

c¢) Ennek a derékszogli haromszognek a teriilete 121,5 cm?.

Szamitsa ki a haromszdg oldalainak hosszat!

8. Egy nagy méretli, koztéren felallitandd ora szamlapjat
szabalyos 12-sz0g alakura tervezik. A szamlapot egy 260 cm
x 180 cm-es téglalap alakt aluminiumlemezbdl vagjak ki az
abra szerint. Mekkora tomegli az oralap, ha az
aluminiumlemez vastagsaga 2 mm, és 1 m3 aluminium tomege
2700 kg?

9. Az ABCD négyzet oldalai 4 méter hosszliak. A négyzetbe az abran lathatdé moédon az EFGH

paralelogrammat irjuk. Az AH ¢és a CF szakasz hossza x méter, a BE és a DG szakasz hossza 2x méter
(0<x<2).
D 2x

G C

a) Igazolja, hogy a beirt paralelogramma teriilete (m2-ben mérve):
T(x) = 4x*> — 12x + 16

i b) Hatarozza meg az x értékét ugy, hogy a beirt paralelogramma
u tertilete a lehetd legkisebb legyen!

\ ¢) Szamitsa ki a beirt paralelogramma szogeit, ha x = 1,25.

A E 2 B

10. Dontse el, hogy igaz-e a kdvetkezd allitas! Vélaszat indokolja! Ha egy hdromszog két magassaga
egyenld hosszusagu, akkor a haromszog egyenldszaru.



11. A tarsashaz kertje egy 15 méter hosszu, 10 méter széles téglalap alakt foldteriilet, amely az
egyik atloja mentén ketté van osztva: az egyik fele fiivesitve van, a masik felén virdgagyas
talalhatd. A flivesitett rész derékszogli csticsaban van egy ont6z6, amely egy 10 méter sugara
negyedkor alaku teriiletet locsol a kertben. Mekkora az a flivesitett teriilet, amelyet nem ér el az
ontozo?

12. Egy egyenldszaru haromszog csucsai a derékszogii koordinata-rendszerben A(0; 0), B(82; 0) és
C(41; 71). Géza szerint ez a haromszog szabalyos.

a) Hatarozza meg a haromszog szogeit fokban, harom tizedesjegyre kerekitve!

b) Hatarozza meg a haromszog AC és AB oldalainak aranyat négy tizedesjegyre kerekitve!

II.

13. Egy tengelyesen szimmetrikus érintétrapéz alapjainak hossza 5, illetve 20 egység. Szamitsa ki a
trapéz teriiletét és atlojanak hosszat!

14. Egy 1 méter oldalu négyzetbe egy mésodik négyzetet rajzoltunk gy, hogy a belsénégyzet minden
csucsa illeszkedjen a kiilsénégyzet egy-egy oldalara. A belsé ¢€s a kiilsonégyzet oldalainak aranya
5:7. Milyen ardnyban osztja két részre a belsénégyzet csucsa a kiilsdnégyzet oldalat? Az arany pontos
értékét adja meg!

15. Egy korhoz a P pontbol két szel6t huzunk, ezek az AB és CD huirokat metszik ki a korbdl. P-hez
A, illetve D van kdzelebb. Mekkora a CD tavolsadg, ha PA=4, PB=12 és PD=6 egység, és a kor
kozéppontja 3 egység tavolsagra van a PB szel6tdl. (korhoz huzott érintd- €s szeldszakaszok tétele)

16. Az ABC haromszog két szoge: a = 62°, B = 80°. A haromszdg magassagai a koré irhato kort az
A’, B’, C’ pontokban metszik. Hatarozza meg az A’B’C’ haromszdg szogeit! (keriileti szogek tétele)

17. Az ABCD derékszogili trapéz parhuzamos oldalai: AB = 24, CD = 18. A merdleges AD szar A-
hoz kozelebbi H harmadol6 pontjabol a BC szar derékszdgben latszik. Mekkora a trapéz teriilete?

18. Egy ¢ékszij altal meghajtott két korong
lathat6 az dbran. A nagyobbik korong sugara
4 cm, a kisebbiké 2 cm. A két korong
kozéppontjanak tavolsaga 8 cm. Milyen
hosszu az ékszij?

19. Egy kor kozéppontja egy derékszogli haromszog b hossziisagl befogdjara illeszkedik. A kor érinti
a ¢ hosszusagu atfogodt €s az a hosszusagl befogd egyenesét is. Andrea €s Petra egymastol fiiggetlentil
kifejezték a kor sugaranak hosszat a haromszog oldalainak hosszaval. Andrea szerint a kor sugara

)
Ra = :—fc, Petra szerint pedig Rp = %. Bizonyitsa be, hogy Andrea képlete helyes!

20. Az interneten érdekes hirként jelent meg 2015-ben, hogy a matematikusok ujabb, egybevago
Otszogekbdl allo hézagmentes siklefedést (parkettazast) fedeztek fel. (A két abran a parkettazas egy
részlete, illetve a parketta egyik 6tszogének néhany adata lathato:

EA=AB=CD=1,BC=2, EAB%=90°, ABCx= 150°, BCD<x= 60°.)



Igazolja, hogy az abran megadott 6tsz6g B csucsabdl huzott két atld 75°-os szoget zar be egymassal!

21. Az ABC derékszogli haromszog befogodinak hossza AC = 30 egység ¢s BC = 40 egység. Megraj-
zoljuk a derékszogli csucsbol induld magassadgvonalat, szogfelez6t €s sulyvonalat. Ezek met-
széspontjat az atfogoval jelolje rendre P, Q és R. Irja fel egész szamokkal az AP : PQ : QR : RB
aranyt! Pontos értékekkel szamoljon!

22. Egy ingatlanhirdetésben sik teriileten fekvd legeldt kindlnak eladasra. A legeld alakja konvex
négyszog, ennek csucsait jelolje A, B, C és D. A négyszog harom oldala AB = 126 m, BC = 65 m,
CD = 80 m, két szoge ABC<x = 122,5° ¢s ADCx =90°. A legeldt 0,9 hektar teriiletlinek hirdeti az
eladd. Hany szazalékkal nagyobb a legel6 valodi teriilete a meghirdetettnél? (1 ha = 10 000 m?)

23. Az abran lathato trapéz alakl kert alapjainak hossza: AB =36 m, CD = 8 m. A 11 méter hosszt
AC atlé merdleges a trapéz alapjaira.
a) Mekkora a kert kertilete ¢és teriilete?

A kert tulajdonosa egy 10 cm atmérdjli, henger alakl kutat firatott a kertben.
b) Hany méter mély lett a kut, ha a térfogata 0,1 kobméter?

Az e egyenes parhuzamos a fenti ABCD trapéz alapjaival, és az AD szarat az E pontban, a BC szarat
pedig az F pontban metszi. Az AC 4tl6 felezi az EF szakaszt.
c) Az A ponttdl mekkora tavolsagra metszi az e egyenes az AC atlot?

D, (8,

™

24,

Az ABCD hurnégyszdgben 4B = 15, BC' = 10. Az ABC szbget a DB atlo két részre osztja: ABD<= 20°,
DBC<x=40°.

a) Igazolja, hogy az AC atl6 hossza pontosan 5@

b) Igazolja, hogy az ACD haromszog szogei 20°, 40° és 120°!

¢) Szamitsa ki az ABCD négyszog tertiletét!

A KLMN deltoidban a K és az M cstucsnal derékszog van, a KM atlo hossza 9,6 cm.

Az LN szimmetriaatlét az atlok metszéspontja két olyan szakaszra osztja, amelyek hosszanak
ktilonbsége 2,8 cm.

d) Szamitsa ki a deltoid tertiletét!



25. A haromszog AB atfogojanak F
felezOpontjaban merdlegest allitunk az
atfogora. Ez a merdleges az AC befogdt az E
pontban metszi. Milyen aranyban osztja két
részre az E pont az AC befogot?

S0

I11.

26. Bizonyitsa be altalanosan a kovetkez0 allitast: ha egy hurtrapéz érintdnégyszog, akkor magassa-
ganak hossza az alapok hosszanak mértani kozepe.

27. Jelolje y = x? — 4x — 12 egyenletii parabola tengelypontjat C, az x tengellyel alkotott metszés-
pontjait pedig A és B. Szamitsa ki az ABC haromszog beirt korének sugarat!

28. Pali és Zoli kozosen egy 60 m x 30 m-es, téglalap alaku telket vasarolt. A telket egymas kozott
két olyan egybevagd derékszogl trapézra osztottak fel, amelynek a rovidebb alapja 20 m. Jeldlje EF
a kozos hatarvonal szakaszt! Szamitsa ki a kozos EF hatdrvonal hosszat! (Az eredményt méterben,
egy tizedes jegyre kerekitve adja meg!)

29. Egy képzOmiivészeti galéria uj kiallitotermet nyitott gyermekek szdmadra. A terem alakja egy
négyzet lapt egyenes gula, melynek belsé méretei: az alapél 12 méter, az oldalél 10 méter. Az egyik
kiallitd milivész azt kérte, hogy a kiallitas kivitelezdje ragasszon az oldalfalakra korbe az alapélekkel
parhuzamos keskeny szines csikot (vonalat), amelyre majd a kiirdsokat elhelyezik. A szines vonalak
vizszintes, képzeletbeli sikja éppen felezte a kidllitotér térfogatat. A kidllitds megnyitdsara a
hangmérndk ugy helyezte el a terem legmagasabb pontjardl beldogatott mikrofont, hogy az minden
oldalfaltol és a padlotol is azonos tavolsdgra legyen. Milyen hosszu volt a belogatd vezeték, ha a
mikrofon és a rogzités méretétdl eltekintiink? (Valaszait cm pontossaggal adja meg!)

30. Egy épitdkészletben a rajzon lathaté négyzetes hasab alaki elem is megtalalhatd. Két ilyen
épitdelem illeszkedését az egyik elem tetején kiemelkedd négy egyforma kis henger és a masik elem
aljan 1évd nagyobb henger szoros, érintkezd kapcsolata biztositja.

(Ez azt jelenti, hogy a hengerek tengelyére merdleges sikmetszetben
a nagyobb kort érinti a négy kisebb kor, amelyek kdzéppontjai egy (j)
négyzetet hataroznak meg.) Tudjuk, hogy a kis hengerek sugara 3 haill
mm, az egymas melletti kis hengerek tengelyének tavolsaga pedig 12

mm. Mekkora a nagyobb henger atmérdje? Valaszat milliméterben, (=)
két tizedesjegyre kerekitve adja meg!

31. Egy der¢kszogli haromszdg oldalai a=6 cm, b =8 cm ¢és ¢ = 10 cm. Megrajzoljuk azt a két kort,
melyek kozéppontja a haromszog egyik, illetve masik befogdjara illeszkedik, és amelyek érintik a
haromszog masik két oldalegyenesét. Szamitsa ki, hogy a két kornek a haromszog belsejébe es6 M
metszéspontja milyen messze van a derékszogli C csucstol!

32. Az egyenld oldala ABC haromszog 18 egység
hosszusagu oldalait hat-hat egyenl6 részre osztottuk, és az

abra szerinti osztopontok Osszekotésével megrajzoltuk a /\&/ A,
PQR haromszoget. Szamitsa ki a PQR haromszog Yy B
teriiletének pontos értékét! F U




33. Thalész, a hét gordg bolcs egyike, egy nevezetes, neki tulajdonitott mérés soran egy folydban
1év0 sziget AB hosszat a folyoparton maradva hatarozta meg. E16szor felvett egy e egyenest a parton.

Ezen az e egyenesen megkereste azt a C, illetve D pontot,
amelyekben a CA, illetve a DB irdny merdleges az e
egyenesre. Ezutan a CD szakasz F felezOpontjat is
megjelolte egy jelzOkaroval. Ezt kovetden az AC egyenesen
haladva megjeldlte azt a G pontot, amelyre B, F és G egy
egyenesre illeszkedik; és hasonloan az AF és BD egyenesek
H metszéspontjat is megjelolte. Thalész azt allitotta, hogy a
sziget hossza a GH tavolsaggal egyezik meg. Igazolja
Thalész allitdsanak helyességét!

XVI. Vektorok

61. f.1-9. 28-32.

I.

1. Igazolja, hogy az A(0; 1), B(4; 2), C(3; 6) és D(-5; 4) pontokkal megadott négyszog trapéz!

2. Az AB szakasz végpontjanak a koordinatai: A(-2; 1), B(6; yy), £ L
ahol y, > 0. Hatdrozza meg az y, értékét, ha tudja, hogy az 7 | | -
AOBz = 90°, ahol O a koordinata-rendszer kezdépontja! \ g0 2
i |
3. Az ABCDEFA’B’C’D’E’F’ szabalyos hatszog alapi hasab A : I
csucsabol indulo ¢€l-vektorok: AB =a, AF =b, AA’=c (lasd az i !
c ! |
abrat). Fejezze ki a C'A vektort az a, b és ¢ vektorok segitségével! JE D
K e
b
A a B

4. Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezé harom pont derékszdgii hdromszdget hataroz meg:
A(7,4) B(0,-5) C(-2,1)

5. A (4, 3), (6, -1) pontokat Osszekdtd szakaszt mindkét irdnyban megnyujtjuk masfélszeresére.
Szamitsuk ki a végpontok koordinatait.

6. Egy négyszOg csucsaihoz és oldalfelez6 pontjaihoz egy O pontbol vektorokat iranyitunk.
Bizonyitsuk be, hogy a csucsokhoz vezetd vektorok 0sszege egyenld az oldalfelezd pontokba vezetd
vektorok Gsszegével.

7. Az AB szakasz A-hoz kozelebbi harmadol6 pontja (2, -3), A-hoz legkdzelebbi hatodold pontja
(-1, -4). Szamitsuk ki az A és B pontok koordinatait.



II.

8. Az a és b vektor koordinatai a t valos paraméter fiiggvényében a(cost, sint) és b(sin2t, cos2t). a)
Adja meg az a és b vektorok koordinatainak pontos értékét, hat az fszamot jeloli! b) Mekkora az a

¢s b vektorok szoge t = feseten? (A keresett szoget fokban, egészre kerekitve adja meg!) c)

Hatarozza meg a t olyan valos értékeit, amelyek esetén az a és b vektorok merdlegesek egymasra!
9. Szamitsuk ki a haromszog szdgeit, ha a csucspontok koordinatai (-1, -2), (2, 3), (4, -1).

10. Egy haromszog oldalfelezd pontjainak koordinatai (-2, 3), (4, 6), (5, 2). Hatarozzuk meg a
haromszog csticsainak koordinatait.

11. A derékszogili koordinata-rendszerben adottak a P(—2; 0), Q(6; 0) és R(0; 5) pontok, a H pedig a
PQ szakasz tetszdleges pontja.

b) Szamitsa ki a PH és RH vektorok skalaris szorzatat, ha H(—1,8; 0).

c) Adja meg a H pont koordinatait ugy, hogy a PH és RH vektorok skalaris szorzata maximalis, illetve
ugy is, hogy minimalis legyen!

I11.

12. Az ABCDEFGH téglatest ¢élei: AB = 10; AD = 8; AE = 6. Legyenek az A csucsbol induld
¢lvektorok rendre: A_B) =a; E)) =b, E =c¢. Az A csucsbol e harom élvektor, tovabba harom
lapatlovektor és egy testatlovektor indul ki. Adja 6ssze ezt a hét vektort, az dsszegvektort jeldlje AP,
a) Fejezze ki AP vektort az a; b és c ¢élvektorokkal! b) Milyen hosszl az AP? c¢) Mekkora szoget zar
be AP az AE vektorral? d) Mennyi az AP - ﬁértéke, ha S a HFC haromszdg sulypontja?

13. Az ABCDA’B’C’D’ téglatest oldalélei AB = 8, AD = 6 és AA" = 4 egység hosszuak. Az A
csticsbol indulé élvektorok AB =a, AD = b, AA’ = c. Az A csticsbol indul még 3 lapatlo-vektor,

—_— =
valamint a testatlo-vektor. Legyen S a CB’D’ haromszog sulypontja. Szamitsa ki az AP - AS szorzat
értékeét!

14. Az ABCDEFA’B’C’D’E’F’ szabalyos hatszog alapt hasab A csucsabol indulo él-vektorok: AB =

a, AF = b, AA = c (lasd a fenti abrat). Legyen S a DC’E’ haromszdg sulypontja. rja fel az AS
vektort az a, b és ¢ vektorok segitségével!

15. Valasszuk ki az ABC haromszog stulypontja koré szerkesztett kornek egy tetszdleges P pontjat.
Bizonyitsuk be, hogy a PA? + PB? + PC? &sszeg a kor minden pontjara ugyanakkora.

16. Egy rombusz hosszabbik atloja kétszerese a rovidebbiknek. A rovidebb atlé végpontjainak koor-
dinatai (-3, 7) és (5,11). Hatarozzuk meg a masik két csucs koordinatait.

17. Egy téglalap hosszabbik oldala haromszorosa a rovidebbik oldalnak. Az egyik hosszabbik oldal
végpontjainak koordinatai (-2, 4) és (7, 16). Szamitsuk ki a téglalap csucsainak koordinatait.



XVII. Trigonometria

37-39. 15-20. 31-36.

I.

1. Az ABC deré¢kszogl haromszog BC befogdjanak hossza 18 cm, a CA befogdjanak hossza 6 cm.
a) Mekkorak a haromszog hegyesszogei?

A BC befogd egy P belsd pontjat dsszekotjiik az A csticesal. Tudjuk még, hogy PB = PA.

b) Milyen hosszu a PB szakasz?

2. Egy haromszdg a, b és ¢ oldalairél tudjuk, hogy ¢ = 2b, a? + b? =4, a2 — b2 =2.
a) Mekkorak a haromszog oldalai? b) Mekkorak a haromszog szogei? ¢) Mekkora a beirt kdrének
sugara? Az eredmények pontos értékét adja meg!

3. Az abran egy mosogép vazlatos rajza lathato. A kisebb,
1 cm sugara kerék a motor tengelyéhez kapcsolodik, és
egy hajtoszij segitségével forgatja meg a mosdgeép ;
dobjahoz rogzitett, 20 cm sugaru kereket, amitdl a dob és T 7
benne a ruhdk forognak mosas kozben. A két kerék =
tengelye parhuzamos, a tengelyek tavolsaga 46 cm. (A
hajtészij a tengelyekre merdleges sikban van.) Milyen
hosszl a feszes hajtdszij?

I

1

ya =y

4. Egy szinpadon egy 2,8 m-es ¢és egy 6 m-es fliggdlegesen elhelyezett diszletelem van egymas
mogott, egymastol 5 m tadvolsagra. A 2,8 m-es elem eldtt 6,25 m-re elhelyeztek a f6ldon egy R
reflektort, mely ezeket az elemeket vilagitja meg (lasd 4bra).

X

fm am
28 m 2,8 m

R 6,25m 5 m Y R 5m

a) A 6 m-es diszletelem tetejét milyen magassagig vilagitja meg a reflektor?

b) A 6 m-es elem megvilagitott része mekkora szogben latszik a reflektorbol?

c) Mennyivel kellene a reflektort kdzelebb vinni a 2,8 m-es elemhez, hogy az teljesen ledrnyékolja a
6 m-es elemet?

5. Egy 15°-0s emelkedési szogli hegyoldalon allo fiiggdleges fa egy adott idopontban a hegyoldal
emelkedésének irdnyaban 3 méter hossza arnyékot vet. Ugyanebben az iddpontban a kdzeli vizszintes
fennsikon all6 turista drnyékanak hossza éppen fele a turista magassaganak. Hany méter magas a fa?
Valaszat egy tizedesjegyre kerekitve adja meg!

6. Egy hegy ¢és a tetején allo kilatotorony magassagat szeretnénk meghatarozni. Legyen a kilatétorony
legmagasabban 1év6 pontja A, a kilato talppontja B. A hegy labanal elteriilé vizszintes, sik mezon a
toronytdl ugyanabban az irdnyban felvessziik az egymastol 30 méterre 1év6 P és Q pontokat ugy,
hogy az A, B, P és Q pontok ugyanabban a (fiiggdleges) sikban legyenek. A P pontbo6l a torony aljat



(a B pontot) 29°-0s, a tetejét (az A pontot) 33°-0s, a Q pontbdl a torony aljat 27°-os emelkedési szog
alatt latjuk.

a) Hany méterrel emelkedik a mez6 f6l¢€ a hegy, amelynek tetején a kilato all?

b) Milyen magas a kilat6?

Vélaszait egész méterre kerekitve adja meg!

7. Egy haromszogben a szokdsos jelolésekkel a = 3, b = V27 és f= 2a. Szamitsa ki a haromszog
szogeit!

8. Az ABCD konvex négyszdgben AB = 50 m, BC = 60 m, CD = 70 m, tovabbda BAD<« = BCD< =
100,3°. a) Szamitsa ki a négyszog teriiletét.

9. A Budavari Siklot 1870-ben épitették. Korabeli forrasok szerint a sikld (hegyoldali vasutvonal)
kivitelezdje, Wohlfarth Henrik a palya eredeti tervekben szerepld kb. 33 fokos hajlasszogét — ma mar
nem tudni, milyen okbol — 30 fokra csokkentette. A kivitelezés soran a fels6 allomas helye valtozatlan
maradt, az als6 allomas azonban a tervekhez képest 6 méterrel feljebb keriilt. (Az als6 allomas
tervezett és valosagos helyét 6sszekotd képzeletbeli egyenes merdleges a foldfelszinre.)

Hatarozza meg a sikl6 palyajanak hosszat és a palya szintemelkedését!

10.

Az OAB egyenloszart hairomszog OA és OB szarai 12 cm hossziak,
AOB szoge 75°. Az OA szakasz C pontjat és az OB szakasz D pontjat (az abra
szerint) egy O kozéppontl, 8 cm sugari koriv koti 0ssze. b

a) Hatarozza meg a sziirkére szinezett tartomany teriiletét €s kertiletét!

o C A

11. Az ABCD négyszog oldalai, atloi €s D C
szOgei koziil ismertek a kovetkezok:

AB =18 cm, AD=15cm, AC=20cm, DAB
szog = 90°, ABC szog = 70° 15 co 50 cm
Hatarozza meg a négyszog BC és CD
oldalanak hosszat!

/ 70°
A 18 cm B

II.

12. Az ABC haromszogben AB=2, AC=1, a BC oldal hossza pedig megegyezik az A csucsbo6l induld
sulyvonal hosszaval. a) Mekkora a BC oldal hossza? A hosszusag pontos értékét adja meg!
b) Mekkora a haromszdg teriilete? A teriilet pontos értékét adja meg!

13. A tengerparton néhany perccel 12 ora eldtt felbocsatottak egy meteorologiai 1€ggdmbot, ami a
tenger felé sodrodva emelkedett. A 1éggdmbon a magassagmérd 842 métert jelzett, amikor Aladar és
Béla a tengerparton szogmérd miiszerekkel bemérte a 1éggdmb helyzetét pontban 12 6rakor. Aladar
azt allapitotta meg, hogy a léggdmb 45°-0s emelkedési szogben (a vizszintes sikkal bezart szog)
latszik, a 1éggdmb és Béla helyét 6sszekotd szakasz 1atoszoge pedig 60°-0s. Béla a 1€éggdémbot 30°-
os emelkedési szOgben latta. Milyen messze volt egymastol a két szogméromuiszer? (Lasd az abrat a
27. feladatnal.)



14. Istvan 6rommel mesélte Péter baratjanak, hogy egy négyszog alaku telket vett, amire majd hazat
akar épiteni. Elmondésa szerint a négyszog egyik szoge derékszog, és az ezt kdzrefogd mindkét oldal
20,0 m hosszu. A telek masik két oldala is egymassal egyenl6 hosszl, ezek 120°-0s szdget zarnak be.
a) Hany méter hosszll drot sziikséges az iires telek bekeritésé¢hez?

,Mekkora hazat szeretnél ra épiteni?”’ — kérdezte Péter. ,,Négyzet alapu sarokhdzat, és koriilbeliil 100
m? alapteriiletiit. Ugy gondoltuk a parommal, hogy a hazat a derékszogii sarokba épittetjiik” —
valaszolt Istvan. ,,Ha jol képzelem el a telek alakjat, akkor az nagyon furcsa alakt lehet. Oda még
egy kis fahaz sem fér el” — sz6lt nevetve Péter.

b) Rajzolja le, hogy milyen alakt az Istvan altal megvett telek, és milyennek képzelte el Péter!

c) Legfeljebb mekkora alapteriiletii, négyzet alapu sarokhaz férne el a telek derékszogl sarkdba az
egyik és mekkora a masik esetben? (Valaszat m2-re kerekitve adja meg!)

15. Andrés ¢s Balint ¢jszakai turan vettek részt. Sik terepre érve a tavolban két kiilonb6z6 iranyban
is tzijatékot vettek észre, és meg akartak allapitani a két tlizijaték helyszinének a tavolsagat. Meg-
mérték, hogy a fény felvillandsa utdn az egyik iranybdl 18, a mésik irdnybol 14 masodperc alatt ért
hozzéjuk a petardak durrandsanak hangja. A hang terjedési sebességét 340 m/s-nak vették, a fény
terjedéséhez sziikséges iddt elhanyagoltak. Aztdn — mivel szogmérdmiiszeriik nem volt — Andréas az
egyik, Balint a masik tlizijaték iranyaba indulva megtettek 32-32 1épést, majd megmérték, hogy igy
egymastol 60 1épés tavolsagra kertiltek. (Természetesen igyekeztek egyforma hosszasagl 1épésekkel
mérni.)

a) Andras és Balint mérési adatai alapjan szdmolja ki a két tlizijaték tavolsagat kilométer pontossag-
gal!

A tura soran a fele utat 2 km/h, a masik felét 5 km/h atlagsebességgel tették meg.
b) Mekkora az egész utra szamitott atlagsebességiik?

16. Vizszintes terepen egy 6 méter mély, lefelé keskenyedd, négyszoglapok altal hatarolt godrot astak.
A g06dor alja is vizszintes. A godor nyildsa egy 8 X 8m-es négyzet, két szemkozti lapja fliggdleges, a
masik kettd pedig 75°, illetve 60°-0s szdget zar be a foldfelszin sikjaval. (E két szemkozti ,,ferde” lap
sikjai 45°-0s szoget zarnak be egymassal.) Hany m3 foldet kellett kidsni a gddor elkészitéséhez? Az
eredményt m3 pontossaggal adja meg!

17. A Csendes-ocean egyik kis szigetétdl keletre, a szigettl 16 km tavolsagban elsiillyedt egy fold
koriili Gton jar6 vitorlds. A legénység egy mentdcsonakban segitségre var, a naluk 1évd jelado
késziilék hatosugara minddssze 6 km. Amikor a vitorlas elsiillyedt, akkor a szigettdl délre, a szigettdl
24 km tavolsagra volt egy tengerjaré hajo. Ez a hajo allanddoan északkeleti irdnyba halad, a
hajotordttek pedig a vitorlas elstillyedésének helyérdl folyamatosan kiildik a vészjeleket.

a) Igazolja, hogy a tengerjaro legénysége észlelheti a segélykérd jelzést!

Egy 1,5 km magassagban haladod repiil6gép éppen a sziget felett van, amikor a repiildgép fedélzeti
miuszerei észlelik a tengerjaro hajot, amely a vitorlas elsiillyedése ota 20 km-t tett meg.

b) Mekkora depresszio szog (lehajlasi szog) alatt észlelik a miiszerek a tengerjarot? Valaszat fokban,
egészre kerekitve adja meg! Szamitasai soran a Fold gorbiiletétdl tekintsen el!

18. A deré¢kszoglikoordinata-rendszerben az ABC haromszdg csucsai: A(2; 1), B(7; — 4), C(11; p).
Hatarozza meg a p paraméter pontos értékét, ha a haromszog B cstcsanal levd belsd szoge 60°-os.



19. Rémeo egy 6 m hosszl létra segitségével

. . J
akart bemdaszni Julia ablakparkanyan, mely
4,8 m magasan volt. Sajnos a létrat 120 cm-
D

rel hatrébb tdmasztotta ki, mint kellett volna, 6 m
igy tévedésbol a Dadus ablakparkanyan

- — — =

maszott be (1asd az abrat). a) Milyen magasan A8m
van a Dadus ablakparkanya? b) A Jaliahoz

vezetd 1étra és a — tévedésbdl — Dadushoz 6m

vezetO 1étra mekkora szdget zarnak be

egymassal? 1

20. A TetoéfedOk Egyesiilete a veteran tetofedoknek egy kicsi, tomor, névre szol6 bronzplasztikaval
kedveskedik. Az emléktargy alaplapja egy 4 cm oldalu négyzet, melynek két szemkozti €éléhez egy-
egy, az alaplap sikjara merdleges, egymassal egybevagd haromszoglap csatlakozik az ébra szerint.

A haromszoglapok két oldaléle 2 cm és 3 cm
hosszl. Az emléktargyhoz megrendelt

téglatest alaka diszdoboz belsémérete 4,1 cm
x 4,1 cm x 1,5 cm, az emléktargy készitésére

felhasznalt bronz siirtisége pedig 8,2 dk%

Szamitassal igazolja, hogy a bronzplasztika
belefér a dobozba ¢s tomege nem haladja meg
a 10 dkg-ot!

21. Az interneten érdekes hirként jelent meg 2015-ben, hogy a matematikusok wjabb, egybevagd
Otszogekbol allo hézagmentes siklefedést (parkettazast) fedeztek fel. (A két abran a parkettazas egy
részlete, illetve a parketta egyik 6tszogének néhany adata lathato:

EA=AB=CD=1, BC=2, EAB<=90°, ABCx= 150°, BCD<«= 60°.)

V62

b) Igazolja (példaul addicios tételek segitségével), hogy cos 7 5° = "

¢) Igazolja, hogy az 6tszog DE oldala hosszanak pontos értéke v 2 + /3

22. Az ABCD hutrnégyszogben AB= 20, BC= 18, ABC4= 70°, CAD&= 50°. Milyen hosszu a CD
oldal, és mekkora a hurnégyszog teriilete?

23. Egy haromszog oldalai a, a + 1 és a + 2 egység hosszuak. a) Igazolja, hogy ha a haromszog
legnagyobb szdge vy, akkor cosy = % b) Hatirozza meg a hdromszog oldalainak hosszat, ha a

haromszog legnagyobb szoge120 fokos!



24, Tekintsiik azokat a haromszogeket, amelyeknek a, b és ¢ oldalaira teljesiil, hogy (centiméterben
mérve)b=a+4éc=a+8.

a) Adott egy ilyen tulajdonsagii haromszog, melynek legnagyobb szoge 120°. Hatarozza meg a
haromszog oldalainak hosszat!

b) Adott egy ilyen tulajdonsagu haromszog, melynek leghosszabb oldala 24 cm hosszu. Hatarozza
meg a haromszog teriiletét!

¢) Igazolja, hogy minden ilyen tulajdonsagli haromszog keriilete nagyobb, mint 24 cm!

25. Az ABCD hurnégyszogben a BD 4tl6 hossza 20 cm, ABD<« = BCA« = 35°, DAC«x = 48°..
a) Igazolja, hogy BDA <« =5° és ACD<«x = 35°.
b) Szamitsa ki az ABCD hurnégyszog keriiletét!

I11.

26. Megrajzoltuk az ABCDE szabalyos
Otszoget, és berajzoltuk minden atlojat. Az atlok
metszéspontjait az dbra szerint betiliztiikk meg: P,
Q, R, S, T. Tudjuk, hogy az ABCQ négyszog
teriilete 120 cm2. Mekkora az ABCDE 6tszdg
terlilete? Valaszat egész értékre kerekitve adja
meg!

27. A tengerparton néhany perccel 12 6ra elétt felbocsatottak j'\\

egy meteorologiai 1€ggdmbot, ami a tenger felé sodrodva emel- 1\ N,

kedett. A 1€ggdmbon a magassagmérd 842 métert jelzett, ami- [N

kor Aladar és Béla a tengerparton szogmérd miiszerekkel / \

bemérte a 1éggdmb helyzetét pontban 12 6rakor. Aladér azt al- al & e
lapitotta meg, hogy a 1éggdmb 45°-0s emelkedési szogben (a VA ?\;ﬁx} .
vizszintes sikkal bezart szog) latszik, a 1éggdmb ¢és Béla helyét _*}(éTﬂ@ijfT
0sszekotd szakasz latoszoge pedig 60°-0s. Béla a 1éggombot N —F

30°-o0s emelkedési szogben latta.

Az Aladar és Béla helyét 6sszekotod szakaszon 1évd pontok ko-
zil a P pontbol lathattak volna maximalis emelkedési szogben
a léggdmbat 12 orakor. Igazolja, hogy P az ABT haromszog T-
re illeszkedd magassaganak talppontja!

28. A K kozéppontu és R sugara kort kiviilrdl érinti az O kdzéppontu és r sugart kor (R >r). A KO
egyenes a nagy kort A és E, a kis kort E és D pontokban metszi. Forgassuk el a KO egyenest az E
pont koriil a hegyesszoggel! Az elforgatott egyenes a nagy kort az E-t6l kiilonb6zé B pontban, a kis
kort C pontban metszi. a) Készitsen abrat! Igazolja, hogy az ABDC négyszdg trapéz!

b) Igazolja, hogy az ABC haromszog teriilete t =R - (R+7r) - sin2a

c) Mekkora a szognél lesz az ABC haromszog teriilete maximalis adott R és r esetén?

29. Egy haromszog oldalhosszai egy szdmtani sorozat egymast kdvetd tagjai, a legrovidebb oldala 4
egyseég hosszu. Tudjuk, hogy a haromszog nem szabalyos. Igazolja, hogy a haromszognek nincs 60°-
os szoge!



30. Az ABC egyenld szart haromszogben AC = BC. Az A csucsbol induld stilyvonal a haromszog
keriiletét harmadolja. a) Mekkorak a haromszog szogei? b) Milyen hosszu az A csticsbdl indulo
szogfelezd, ha a haromszdg alapja AB = 10 cm?

31. Az egységnyi oldali ABC szabalyos
haromszég minden csucsandl behuztunk egy-
egy szogharmadoldé egyenest, igy az 4abran
lathatd6 PQR szabalyos haromszoget kaptuk.
Szamitsa ki a PQR haromszog oldaldnak
hosszat!

XVIII. Koordinatageometria

85-99., 116-132.

I.

1. Az ABC haromszdg oldalegyeneseinek egyenlete:
1
AB: y=0 BC: x+10y =20 CA: y=§X—4
a) Szamitsa ki a haromszog cstcspontjainak koordinatait!

b) Szamitsa ki a haromszog B csucsanal 1évo belso szoget!

2. Egy egyenlészaru haromszog alapjanak végpontjai A(3;5) és B(7;1). A haromszog harmadik
csucsa illeszkedik az y tengelyre. a) Szamitsa ki a haromszdg harmadik csucsanak koordinatait! b)
Irja fel a haromszog koré irt kor egyenletét!

3. Igazolja, hogy az A(0; 1), B(4; 2), C(3; 6) és D(-5; 4) pontokkal megadott négyszog trapéz!

4. Milyen tavol van a P(6; 10) pont a 2x — y = —3 egyenesnek attol a pontjatol, amelyik az A(-3; 4)
¢és B(5; 2) pontoktol egyenld tavolsagra van?

5. Egy egyenld szart haromszog alapjanak két csucsa: A(-3; -4), B(1; 6). A harmadik csucsa az
y + x = 2 egyenletli egyenesre illeszkedik. a) Hatdrozza meg a harmadik csucs koordinatait!

b) Mekkora a hdromszog teriilete?

6. Egy kor egyenlete: x? +y? —6x — 4y + 9 = 0. Szdmitsa ki a kor origobol huzott érintéinek
hajlasszogét!

7. Adott a derékszogli koordinata-rendszerben harom pont: A(—16; 10), B(2; 4), C(10; 2).
a) Szamitsa ki az ABC haromszog B cstcsanal fekvo szogét!

8. a) Adja meg az 5x% + 5y? — 14x + 22y — 11 = 0 egyenletii kor kdzéppontjat és sugarat!
Adott a k kor, amelynek kézéppontja a K(5, —7) pont, és a sugara 10 egység. Ezen a koron beliil
adott az A(4, —14) pont.

b) irja fel annak az A ponton athaladé e egyenesnek az egyenletét, amely merdleges a KA szakaszra!

c) Hatdrozza meg a k kor e egyenesre illeszkedd htrjanak hosszat!



A koordinata-rendszer P(x; y) pontjat racspontnak nevezziik, ha x és y egész szamok.
d) Hany racsponton megy 4t a k korvonal?

9. Az f: R — R, f(x) = x? — 12x + 27fliggvény grafikonja a derékszdgli koordinata-rendszerben
parabola.

a) Szamitsa ki a parabola és az x tengely altal bezart (korlatos) sikidom teriiletét!

b) Irja fel a parabolahoz az E(5; —8) pontjaban hiizott érintd egyenletét!

¢) Szamitsa ki a parabola fokuszpontjanak koordinatait!

10. Egy téglalap alaku varosi park tervezésekor a kezdeti egyszerli vazlatokat egy rajzoloprogram
segitségével késziti el a tervezd. A parkot derékszogl koordinata-rendszerben abrazolja tigy, hogy a
koordinata-rendszer tengelyein a hosszlisagegység a valésagban 10 méternek felel meg. A park négy
csucsat az A(0; 0), B(30; 0), C(30; 48), D(0; 48) koordinataji pontok adjak meg. Az els6 tervek kozott
a négy csucson atmend korut is szerepel.

a) Adja meg ennek a kornek az egyenletét!

A vazlatba a tervezd egy olyan kort is berajzolt, amely egy diszteret hatdrol majd. A kor egyenletét a
rajzoloprogram 5x% + 5y% — 14x + 22y — 11 = 0 alakban adta meg.
b) Szamitsa ki, hany szazaléka a disztér teriilete a park teriiletének!

A tervezo egy olyan egyenest is megrajzolt, amely a park C csucsaban 1év6 bejaraton és a P(18; 24)
ponton halad at. Ezen az egyenesen egy sétaut halad majd.

c) Hatarozza meg a sétaut egyenesének egyenletét, és szamitsa ki a parkbeli szakaszanak valddi
hosszat!

II.

11. a) Abrazolja a derékszogli koordinata-rendszerben az y = 0,5 x +2ésazy =—05x + 4
egyeneseket!

b) Az x tengely, az y tengely és a két dbrazolt egyenes kozrefog egy konvex négyszoget. Mekkora
ennek a négyszognek a teriilete?

c) Az x tengely, az y tengely és a két abrazolt egyenes hat metszéspontja koziil négy egy konkav
négyszog négy csucsa. Mekkora ennek a konkav négyszognek a keriilete?

12. Egy derékszogli haromszog egyik oldalegyenese valamelyik koordinatatengely, egy masik
oldalegyenesének egyenlete 2x +y = 10, egyik csucsa az origd. Hany ilyen tulajdonsagu haromszog
van? Adja meg a hianyzo cstucsok koordinatait!

13. Jeldlje e azokat az egyeneseket, amelyeknek egyenlete 2x + y = b, ahol b valds paraméter.
Mekkora lehet b értéke, ha tudjuk, hogy van kdzds pontja az igy megadott e egyenesnek és az origod
kozéppontu, 4 egység sugari kornek?

14. Adott a sikbeli derékszdgili koordinata-rendszerben az x? + y2 + 6x + 4y — 3 = 0 egyenletii kor.
Ebbe a korbe szabalyos haromszoget irunk, amelynek egyik csucsa A(1; —2). Szamitsa ki a szabalyos
haromszog masik két csucsanak koordinatait! Pontos értékekkel szamoljon!

15. frja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyik illeszkedik a P(2; 5) pontra, valamint az
X +y =4 és az x+y=6 egyenletli egyeneseket olyan pontokban metszi, amelyek elsé koordinatdjanak
kiilonbsége 3.



16. Egy kor egyenlete:x? +y2 — 8x — 6y = 0. a) Szamitsa ki a kor és a koordinatatengelyek
metszéspontjai altal meghatarozott alakzat teriiletét! b) Irja fel a kor azon érintdjének egyenletét,
mely athalad az origon!

17. Az AB szakasz végpontjanak a koordinatai: A(-2; 1), B(6; y,), ahol y, > 0. Hatarozza meg az y,,
értékét ugy, hogy az x tengelynek csak egyetlen olyan pontja legyen, melybdl az AB szakasz
derékszogben latszik!

18. Egy haromszog egyik csticspontja az origoban van. Egy masik csucsa az 5x — 8y = —2 ¢és
x +y = 10 egyenletii egyenesek B metszéspontja. A haromszog S stulypontja S(3; 3). a) Szamitsa ki
a haromszog harmadik csucsanak koordinatait! b) Szamitsa ki a haromszdg teriiletét!

19. Adott a derékszogl koordinata-rendszerben harom pont: A(—16; 10), B(2; 4), C(10; 2). A K pont
egyenld tavolsagra van A-t6l, B-tdl és C-t6l. b) Hatdrozza meg a K pont koordinatait!

20. Adott a 4x? + 4y? = 90 egyenletii k kor és az x + 3y = 0 egyenletii g egyenes. irja fel a k kor g-
vel parhuzamos érintdinek egyenletét!

21. Adott az x? + y? + 4x — 16y + 34 = Oegyenletii k kor.

a) Igazolja, hogy az E(-7; 5) pont rajta van a k koron!

b) Irja fel a k kor E pontjaban hiizhato érintdjének egyenletét!

c) Hatarozza meg az m valds paraméter 0sszes lehetséges értékét Gigy, hogy az y = mx egyenletii e
egyenesnek és a k kornek ne legyen kozos pontja!

22.Igazolja, hogy a 3x —4y =— 12 egyenletii e egyenes felezi az ABC haromszog keriiletét és tertiletét
is! A(—6,0),B(6,0),C(0,8)

23. Adott az x? — 4y = 0 egyenletii parabola és az x — y = 5 egyenletii g egyenes. a) Igazolja, hogy a
parabola fokuszpontja az F(0; 1) pont! b) frja fel annak a kornek az egyenletét, amelynek kézéppontja
a g egyenesen van, valamint atmegy a P(0; —1) ponton és a parabola F fokuszpontjan is! c) Adja meg
a parabola g egyenessel parhuzamos érintdjének egyenletét.

24. Adott az x> + 2y =16 egyenletii parabola és az x> + (' y — 3)*> = 9 egyenlet{i kor. a) Hatarozza meg
a parabola fokuszpontjanak és a kor kozéppontjanak a koordinatait! b) Igazolja, hogy a Q(2v/2; 4)
pont a parabolanak és a kornek is pontja, és a kor Q-ban hlizott érintdje érinti a parabolat is!

25. Adott az A(5; 14) ¢s a B(7; 6) pont a koordinata-rendszerben.
a) Irja fel annak a kornek az egyenletét, amely illeszkedik az A és a B pontokra, és a kdzéppontja az
y tengelyen van!

b)Azy = % (x — u)? + v egyenletii parabola tengelypontja a B pont, és a parabola illeszkedik az A

pontra. Hatdrozza meg a parabola p paraméterének értékét!
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26. Egy haromszog két oldalegyenese: az x tengely, valamint azy = gx egyenletii egyenes. Ismerjiik

a haromszog beirt korének egyenletét is: (x — 4)% + (y — 2)? = 4. irja fel a haromszog harmadik
oldalegyenesének egyenletét, ha a hdromszog egyenldszaru, és

a) az alapja az x tengelyre illeszkedik;

b) az adott oldalegyenesek a haromszdg szaregyenesei!



27. Egy egyenlészara haromszog szarainak metszéspontja a C(0; 7) pont, a szarak hossza v53 egység.
A hiromszdég masik két csucsa (A és B) illeszkedik y = — %XZ + 1 egyenletii parabolara.

a) Szamitsa ki az A és a B pont koordinatait!
b) Irja fel az ABC haromszog egyik szaregyenesének egyenletét! Ennek az egyenesnek és a
parabolanak a tovabbi k&zos pontja D. Hatarozza meg a D pont koordinatait!

28. Az ABCD konvex négyszdg oldalegyeneseinek egyenlete rendre: DA: 3x —4y —20=0, AB: 3x
+ 5y — 20 =0, BC: 4x—3y +12 =0, CD: 5x + 3y +15 = 0. Igazolja, hogy a négyszog atloi az x €s az
y tengelyre illeszkednek, tovabba hogy ennek a négyszdgnek nincsen derékszoge!

29. Az y = ax + b egyenletli egyenes illeszkedik a (2; 6) pontra. Tudjuk, hogy a < 0. Jeldlje az x
tengely és az egyenes metszéspontjat P, az y tengely és az egyenes metszéspontjat pedig Q. Irja fel
annak az egyenesnek az egyenletét, amelyre az OPQ haromszog teriilete a legkisebb, és szdmitsa ki
ezt a teriiletet (O a koordinata-rendszer origojat jeloli)!

30. Az ABCD hurtrapéz koré irt korének egyenlete (x —3)% + (y —2)? = 100. A hurtrapéz
szimmetriatengelyének egyenlete 2x—y=4. A trapéz AB alapjanak egy belsépontja P(-5; 1), BC
szaranak hossza pedig 102 egység. Hatarozza meg a trapéz csucsainak koordinatait!

31. a) Hatarozzuk meg azon négyzet csucspontjainak koordinatait, amelynek harom csucsa
illeszkedik az x?> — 6x — 5y + 4 = 0 egyenletli parabolara, és 4tl6i parhuzamosak a koordinata-
tengelyekkel. b) Mekkora a négyzetbe irt kor teriilete?

32. Egy kor egyenlete: x% +y? — 6x — 4y + 9 = 0. Irja fel azoknak a kordknek az egyenletét,
melyek az elsd siknegyedben vannak, érintik a koordinatatengelyeket, valamint kiviilrdl érintik a
megadott kort!

33. a) Egy kor érinti a koordinatatengelyeket. A kor kozéppontja az A(-6; -1) és B(10; 7) pontoktdl
egyenlé tavolsagra van. frja fel a kor egyenletét!

b) Egy haromszog két csucspontja A(-6; 2), B(10; 2). A harmadik cstcsa illeszkedik az y = —x
egyenesre. Hatdrozza meg a harmadik cstics koordinatait gy, hogy a hdromszdg teriiletét az x tengely
felezze!

XIX. Differencialszamitas

1-25.

I.

1. Adottak az f:R > R, f(x) = —x?> + 10x — 22 és az :R > R, g(x) = —x + 6 fiiggvények. rja
fel az y = f(x) és az y=g(x) egyenletli alakzatok k6zos pontjaiban az y=f(x) egyenletli gorbéhez
htzhato érinték egyenletét!

2. Az x mely pozitiv valos értéke esetén lesz a g(x) = —x3 + x fiiggvénynek lokalis (helyi) maximu-
ma?

3.fjafelazf: R > R, f(x) = — éxz + 4x — 6 masodfoku fiiggvény grafikonjanak a 3 abszcisszaju
pontjaba htizhat6 érintd egyenletét!



4. Adott az y = —x? + 2x + Segyenletli parabola. Az y = 2 egyenletli egyenes és a parabola elsé
siknegyedbeli metszéspontjat jeloljiik P-vel. Szdmitsa ki a parabola P pontbeli érintdjének a mere-
dekseégét!

5. Adott a sikbeli derékszogii koordinata-rendszerben az y = 3x% — x3 egyenletii gorbe. irja fel a
gorbe 3 abszcisszaju pontjaban huizhaté érintdjének egyenletét! (abszcissza: elsé koordinata)

6. A derékszogli koordinata-rendszerben adott 1
azy = —0,25x% + 3x, illetve az

y = 0,01x3 — 1,44x egyenletli gorbéknek az az = 0,257 + 3
ive, amelyre 0 < x < 12. (Ez a két iv az abran is
lathatd.) Tudjuk, hogy a (0; 0) és a (12; 0) pont
a két iv kozos pontja. Mindkét iv esetében adja
meg az iv x tengelytdl legtavolabbi pontjanak
elso koordinatajat!

y=0,01z° — 1,44z

7. Az f: R — R, f(x) = x? — 12x + 27filiggvény grafikonja a derékszdgli koordinata-rendszerben
parabola.
a) Szamitsa ki a parabola és az x tengely altal bezart (korlatos) sikidom tertiletét!

b) irja fel a parabolahoz az E(5; —8) pontjaban hiizott érinté egyenletét!

8. Az y = —x% + x + 6egyenletii parabola az x tengelyt az A és a B pontban metszi. Szamitsa ki a
parabola B pontbeli érintdjének meredekségét, ha tudjuk, hogy a B pont elsd koordinatéja pozitiv!

3 2 3
9. Adott a g fliggvény:g(x) = — X? + X? x € R. Hatdrozzamegazf:]-4; - 1[ - R, g(x) = — X? +
2
X; + 12x + 20fiiggvény minimumbhelyét és a minimalis fliggvényértéket!

10. Adja meg az x ~ x% — 8x + 11 egyenlettel megadott alakzat P(5; — 4) pontjaban huzott érint6;jé-
nek egyenletét!

11. Az 4bran a harmadfoku f fliggvény grafikonjanak egy részlete lathato. A fliggvény értelmezési
tartomanyaban megjeldltiink 6t helyet. Mindegyik esetben dontse el, hogy az adott helyen az f elsd,
illetve mésodik derivaltjanak eldjele pozitiv (P) vagy negativ (N)! Valaszat irja a megadott tablazat
megfeleld cellajaba! (Tudjuk, hogy f'(x,) = 0.)

y

hely XX | x5 | x| Xs
: E Pl [ elsjele | P 0
/ T ) Ty Ty x5 T f.v el{f')_]'ele

12. A kosarlabda biintetddobast 4,6 méter tavolsagrol kell elvégezni, a gyliri 3 méter magasan van.
Petra a dobés pillanatidban 2 méter magassagbodl engedi el a labdat, és az idedlis, vizszintessel bezart
45°-0s szogre torekszik a dobas inditasanal. Petra dobasanak modellezéséhez hatdrozza meg annak a
parabolédnak az egyenletét, amely athalad a P(0; 2) és a Q(4,6; 3) ponton, a P pontban huzott
érintéjének iranyszdge pedig 45°! A parabola egyenletét y = ax? + bx + c alakban adja meg!



13. Ha egy cég x tonna lisztet allit el6 egy nap alatt (0 <x <5), és ezt a mennyiséget el is adja, akkor
egy elemzés szerint a napi nyereség értékét az n(x) = 0,8x* (x — 3)(1,5 — x) képlet adja meg, a
nyereséget tizezer tallérban szamitva. (Negativ helyettesitési érték veszteséget jelent.)

Hany tallér az elérhetd legnagyobb napi nyereség, és ezt hany tonna liszt (el6allitasa és eladésa) esetén
érik el?

14.
Adott a valds szamok halmazan értelmezett masodfoka ffiiggvény. Ismert, hogy egy adott a € R

helyen f(a)>0, f'(a) >0¢és [ '(a) > 0 mindegyike teljesiil.

a) Az alabbi abrakon négy masodfoku fliiggvény grafikonja lathato. Ezek alapjan toltse ki a tablazat
iires mezdit aszerint, hogy a megfeleld kijelentés igaz vagy hamis, majd dontse el, hogy a négy
grafikon koziil melyik lehet az f fiiggvénye!

(Valaszait itt nem kell indokolnia.)

a X | a
HI. IV:
Fiioovény- Az a helyen a Az ahelyen az Az ahelyen a
igf?kog figgvényérték elsd derivalt masodik derivalt
& pozitiv ertéke pozitiv értéke pozitiv
L HAMIS
I
1L
Iv.

Az f fiiggvény grafikonja a(z) ...... grafikon lehet.
b) A masodfoku g fiiggvény értékét azx € R helyena g(x) =px? + gx +r 0Osszefiiggés adja meg
@, q. 7 € R, p#0).
Hatarozza meg p, g és r értékét Ggy, hogy g(1) =1, g'(1)=2 és g'(1)=4 teljesiiljon!

II.

15. A konyvkiado szerkesztdje egy konyv nyomtatasi formajat tervezi. Minden lap also, felso és kiilsé
sz€lén kettd centiméteres margot szeretne hagyni, a belsd szélen a kotés miatt négy centiméterest. A
teljes lap teriilete 600 cm?. Mekkorak legyenek a lap méretei, ha a szerkeszté a lehetd legnagyobb
nyomtatasi teriiletet szeretné elérni a lapokon?

16. a) Ertelmezziik a valos szamok halmazan az f fliggvényt f(x) = x° + kx? + 9x képlettel! (A k
paraméter valds szamot jeldl.) Szamitsa ki, hogy k mely értéke esetén lesz x=1 lokalis szélsdérték-
helye a fiiggvénynek! Allapitsa meg, hogy az igy kapott k esetén x=1 a fiiggvénynek lokalis
maximumbhelye, vagy lokalis minimumhelye! Igazolja, hogy a k ezen értéke esetén a fliggvénynek
van masik lokalis szélséérték-helye is! b) Hatarozza meg a valos szdmok halmazan a

g(x) = x3 — 9x? képlettel értelmezett g fiiggvény inflexids pontjat!



17. Legyen p valos paraméter. Tekintsiik a valds szamok halmazan értelmezett f fliggvényt, amelynek
hozzérendelési szabalya f(x) = —3x3 + (p + 3)x% + px — 6. Hatdrozza meg a p értékét ugy, hogy
az f fliggvény derivaltja az x = 1 helyen pozitiv legyen!

18. Adott a valds szamok halmazan értelmezett f(x) = 2x3 — 3x? + 1 fiiggvény. Abrazolja az f(x)
fliggvényt a derivaltfliggvény segitségével!

19. Ertelmezziik a ]0; 12[ intervallumon a kévetkezd hozzarendeléssel megadott f és g fiiggvényeket:

£(x) = —0,25%%+3X x) = — 25 I lia. h £(x) = . ¢ h i .
X) = oono—Laa S 8 X) = 1, 1gazolja, hogy (x) = g(x), és mutassa meg, hogy a g fliggvény

szigoruan monoton novekva!

20. Adott az f: R = R, f(x) = x* + 8x3 — 270x? + 275 fliggvény.

a) Igazolja, hogy x = —15-ben abszolut minimuma, x = 0-ban lokalis maximuma, x = 9-ben lokalis
minimuma van a fliggvénynek!

b) Igazolja, hogy f konkév a |-9; 5[ intervallumon!

21. Egy sorsjegybdl jelenleg havonta atlagosan 5000 darabot értékesitenek. Egy darab sorsjegy ara
500 Ft, de a forgalmazd cég ezt csokkenteni szeretné. A sorsjegy ara 10 Ft-os Iépésekben
csOkkenthetd. Azt feltételezik, hogy ha az ar n-szer 10 Ft-tal alacsonyabb lesz, akkor havonta 10n2-
tel tobb sorsjegyet tudnak eladni (n € N*). Tekintsiik ezt a feltételezést helytallonak.

a) Hatdrozza meg a sorsjegyek eladasabol szdrmazo havi bevételt, ha a sorsjegy arat 300 Ft-ra
csokkentik!

b) Hatdrozza meg azt az n értéket, amelyre a sorsjegyek eladdsabol szarmazé havi bevétel maximalis
lenne!

22. Egy téglatest térfogata 72 dm3. A téglatest egyik éle kétszer olyan hossz{l, mint egy masik éle.
Hatarozza meg az ilyen tulajdonsagu téglatestek koziil a minimalis felszinii téglatest éleinek hosszat!

23. Adottaz f: R* - R f(x) = —x3® + kx fliggvény (k valés paraméter). Az f fiiggvény grafikonjahoz
egy-egy érintét huizunk az x = 1, illetve az x = 2 abszcisszaju pontjaban. Igazolja, hogy a két érintd
metszéspontjanak elsd koordinataja (a k paraméter értékétdl fliggetlentil) 17:.

24. Feliil nyitott, négyzet alapt egyenes hasab alaku tarolodobozt készitiink. A doboz alaplapjanak
anyagkoltsége 4 tallér négyzetdeciméterenként, az oldallapok anyagkoltsége 3 tallér
négyzetdeciméterenként. Az egész doboz anyagkdltségére dsszesen 300 tallér all rendelkezésre.

a) Legfeljebb mekkora lehet a doboz magassaga, ha alapélei 6 dm hossztiak?

b) Hatarozza meg a 300 tallérbol elkészithetd maximalis térfogati doboz éleinek hosszat!

I11.

25. Az ABC haromszdg oldalai AB =42, BC = 40 és CA = 26. rjunk téglalapot a haromszogbe ugy,
hogy a téglalap egyik oldala illeszkedjen a haromszdg AB oldalara, masik két csucsa pedig a
haromszog CA, illetve BC oldaléara essen. Tekintsiik az igy beirhat6 téglalapok koziil a legnagyobb
teriiletlit! Mekkorak ennek a téglalapnak az oldalai?

26. Egy forgaskup alapkorének atmérdje 10 cm, alkotéja 13 cm. frjon ebbe egy olyan, a kappal kozos
szimmetriatengelyli forgashengert, amelynek alaplapja a kip alaplapjara illeszkedik, €s térfogata
maximalis! Mekkora ennek a hengernek a sugara?



27. Jancsi vazat készit. Egy 10 cm sugaru, beliil tiregesgdmbbdl levagott m magassagu (m > 10)
gombszelet hatarold koréhez egy szintén m magassagi hengerpalastot ragaszt. A henger sugara
megegyezik a gombszeletet hatarold kor sugaraval. Mekkoranak valassza Jancsi a gdmbszelet m
magassagat, hogy a vazaba a lehetd legtobb viz férjen? (A véaza anyaga vékony, ezért a vastagsagatol
eltekintlink, s hogy ne boruljon fel, egy megfeleld forméju iireges fatalpra fogjak allitani.) Tudjuk,
hogy ha a gdmbszelet magassaga m, a hatarold kor sugara pedig r, akkor a térfogata:

T
Vzgm-(3r2+m2)

28. Egy kozmetikumokat gyart6 vallalkozas nagy tételben gyart egyfajta krémet. A termelés teljes
havi mennyisége (x kilogramm) 100 és 700 kg koz¢ esik, amelyet egy megéllapodas alapjan a gyartas
honapjaban el is adnak egy nagykereskedonek. A megallapodas azt is tartalmazza, hogy egy
kilogramm krém eladési ara: (36 — 0,03x) eur6. A krémgyartassal 6sszefiiggd havi kiadas (koltség) is
fligg a havonta eladott mennyiségtdl. A krémgyartassal 0sszefiiggd 0sszes havi kiadast (koltséget) a
0,0001x3 — 30,12x + 13000 osszefiiggés adja meg, szintén eurdban.

a) Szamitsa ki, hogy hany kilogramm krém eladasa esetén lesz az eladasbdl szarmazo havi bevétel a
legnagyobb! Mekkora a legnagyobb havi bevétel?

b) Adja meg a krémgyartassal elérhetdé legnagyobb havi nyereséget! Hany kilogramm krém
értekesitése esetén valdsul ez meg? (nyereség=bevétel-kiadas)

29. a) Hatarozza meg a p > 0 paraméter értékét ugy, hogy | Op(3x2 — 24x + 20)dx = 0 teljesiiljon!

b) Hatarozza meg az a, b, ¢ valos paraméterek értékét ugy, hogy az
f(x) = ax® + bx? + cx + 28 (x € R)fiiggvénynek x=2-ben zérushelye,
x= —4-ben lokalis maximumhelye, x = —1-ben pedig inflexios pontja legyen!

30.
A valos szamok halmazan értelmezett ffliiggvény /' derivaltfiiggvényének hozzarendelési szabalya:
J'(x)=(x—=2)(x—5).
a) Adja meg az f fiiggvény Osszes lokalis (hely1) szélsértékének tipusat és helyét!
b) Hatarozza meg az f fliiggvény hozzarendelési szabalyat ugy, hogy az f grafikonja athaladjon a
(0; 1) ponton!

3x3+x
x2+1

¢) Igazolja, hogy a g: R — R; g(x) = fliggvény szigorian monoton névekedd!

Derivalassal megoldhato szélséérték-feladatok
II.

31. Két eurdpai nagyvaros kozott egy repiildket lizemeltetd tarsasag jaratokat kozlekedtet. Ezek a
jaratok legalabb 10 utas esetén indulnak, és a gépek legfeljebb 36 utas szallitasara alkalmasak. A
tarsasag javitani szeretné a jaratok kihasznaltsagat. Tobbek kozott mérlegelik a kovetkezd szabaly
szerinti lizemeltetést: 20 vagy annal kevesebb utas esetén fejenként 16 000 Ft-ért inditanak gépet. 20
{6 feletti 1étszam esetén az dsszes utas szdmara annyiszor 400 Ft-tal csokken a 16 000 forintos viteldij,
amennyivel a létszam meghaladja a huszat. Hany utas esetén lesz a repiilOtarsasag bevétele egy
jératon a legnagyobb, és mekkora ez a maximalis bevétel?

32. Egy teherszallit6 taxikat tizemeltetd tarsasag egyik, els6sorban varosi forgalomban alkalmazott
kocsijanak teljes miikodtetési koltsége két részbol tevodik Ossze:
A) az lizemeltetési koltség x km/h atlagsebesség esetén 400 + 0,8x Ft kilométerenként;



B) a gépkocsivezetd alkalmazasa 2200 Ft dranként.
a) Mekkora atlagsebesség esetén minimalis a kocsi kilométerenkénti miikodtetési koltsége? Valaszat
km/h-ban, egészre kerekitve adja meg!

33. Egy lizemben egyforma, nagyméretii fémdobozok

gyartasat tervezik. A téglatest alakii doboz halozatat egy 2 2

méter x 1 méteres téglalapbol vagjak ki az dbran lathato N - J
modon. A kivagott idom felhajtott lapjait az élek mentén N i ——-
osszeforrasztjak. (A forrasztasi eljaras nem jar 1-2z| | 1

anyagveszteséggel.) Hogyan valasszak meg a doboz o e |
méreteit, hogy a térfogata maximalis legyen? Valaszat ' L
centiméterben, egészre kerekitve adja meg!

34. Egy 40 cm X 25 cm-es kartonlapbol kivagunk két f
egybevago téglalapot, az abran ezek vonalkéazva lathatok. A
megmaradt kartonlapbol ezutan (a berajzolt élek mentén) egy

olyan téglatestet hajtogatunk, melynek magassaga a kivagott
téglalapok rovidebb oldalaval egyenld. Hogyan valasszuk V77777
meg a kivagott téglalapok rovidebb oldaldnak hosszat, ha azt
szeretnénk, hogy az elkészitett téglatest térfogata maximalis

legyen? Mekkora a maximalis térfogat?

35. A repiil6gépek lizemanyagfogyasztasat szamos tényezd befolydsolja. Egy leegyszeriisitett mate-
matikai modell szerint (a vizsgalatba bevont repiildgépek esetében) az egy ora repiilés alatt felhasznalt

lizemanyag tomegét az f(x) =21—0(X2—1800X+950000) Osszefliggés adja meg. Ebben az

Osszefliggésben x a repiilési atlagsebesség km/h-ban (x > 0), f(x) pedig a felhasznalt lizemanyag
tomege kg-ban. A vizsgilatba bevont, a Londontél 5580 km-re levd New Yorkig kozlekedd
repiilégépek v atlagsebességére teljestil, hogy 800 km/h < v <1 100 km/h. A megadott tartomanyban
melyik atlagsebesség esetén a legnagyobb, és melyik esetén a legkisebb az egy ttra jutd lizemanyag-
felhasznalas?

36. Egy kisvallalkozasnal tobb kiilonb6zd méretben is gyartanak 200 literes, forgadshenger alaku
lemezhorddkat. Mekkora annak a 200 liter térfogatu, feliil nyitott forgashengernek a sugara és
magassaga, amelynek a legkisebb a felszine?

37. Egy varosban bevezették a fizetOs parkolast. A parkolési dij (a parkolas id6tartaméatdl fiiggetleniil)
napi 10 garas. A dijakbol szarmazo teljes bevétel a varosi koltségvetést illeti. Kezdetben nem
alkalmaztak parkolodroket.

Az 10j rendszer bevezetése utan néhany héttel megallapitottak, hogy naponta kb. 15 000 autos parkolt
a fizetds Ovezetben, €s mintegy 25 szazalékuk ,bliccelt”, azaz nem fizette meg a parkolasi dijat.
Emiatt a varosvezetés — egy eldzetes hatastanulmany alapjdn — parkol6drok alkalmazéasa mellett
dontott. Az 6rok ellendrzik a dij megfizetését, és annak elmaradésa esetén megbirsagoljak a mulaszto
autost: minden bliccelének 150 garast kell fizetnie (ez az Gsszeg tartalmazza a parkolési dijat és a
birsagot is). A tanulmany azt allitja, hogy a siirtibb ellendrzés ndvelni fogja a fizetési hajlandosagot:
minden egyes ujabb parkolodr alkalmazasaval a bliccel6k aranya 0,5%-kal kisebb lesz (példaul 2
parkolodr alkalmazasa esetén 24%-ra cs6kken). A tanulméany szamitasai szerint egy parkolddr egy
nap alatt kb. 200 autot fog ellendrizni, tovabba egy parkolodr alkalmazasanak napi koltsége 330 garas,
amelyet a befolyt parkolési dijakbol és birsagokbdl kell kifizetni.

A tanulméany még a kovetkezoket feltételezte: naponta atlagosan 15 000 parkold auto lesz, egy autot
legfeljebb egy parkolddr ellendriz, €s a blicceldk ardnya a parkolodrok altal ellendrzott autok kozott
minden esetben ugyanannyi, mint az dsszes parkold auto kozott.



a) A hatastanulmany becslései szerint mekkora lenne a véaros parkolasi dijakbol szarmazé napi nettd
(azaz a koltségekkel csokkentett) bevétele 10 parkolodr alkalmazésa esetén?

b) Amennyiben a hatastanulmany becslései helytalloak, akkor hany parkolodr alkalmazasa esetén
lenne a parkolasi dijakbol szarmazoé napi nettd bevétel maximalis?

38. Egy 33 x 18 cm-es kartonlapbol (kivagassal, 8
hajtogatassal) téglatest alaku dobozt készitenek. A
doboz (sotétre szinezett) kiteritett haldjat és méreteit
az abra szerint valasztjak meg. , %
a) Hatarozza meg a doboz térfogatat, haa =7 cm!

b) Hogyan kell megvalasztani az a, b, ¢ élek hosszat
ahhoz, hogy a doboz térfogata maximalis legyen? e b o b

39. Hatarozza meg a 10 000 cm? felszinii forgashengerek koziil a legnagyobb térfogat henger alap-
korének a sugarat és a henger magassagat.

40. Egy gyarban olyan 5 liter trtartalmu labosokat készitenek, melyek alakja jo kozelitéssel (feliil
nyitott) forgashenger. A labosok kiilsé feliiletét vékony, piros zomancréteggel vonjak be. Mekkora
legyen az 5 literes 1abos alapkorének a sugara, hogy a kiils6 feliilet bevonasahoz a lehetd legkevesebb
zomancot kelljen felhasznalni?

41. Egy téglalap alaku kartonlap oldalhosszait ugy szeretnénk megvalasztani, hogy alul és feliil 4-4
cm-es, jobb és bal oldalon 2-2 cm-es margo6t hagyva a lap kdzepén megmaradé téglalap alaku teriilet
50 cm2 nagysagu legyen. Mekkoranak valasszuk a kartonlap oldalainak hosszat, hogy a teriilete a
lehetd legkisebb legyen?

42. Hogyan valasszuk meg a 384 cm? felszinii négyzetes oszlop alapéleit, illetve oldaléleit, hogy a
nyolc alapél €s a négy oldalél hosszanak az 6sszege minimalis legyen?

I1I.

43. A nyomda egy plakatot 14400 példanyban allit eld. A koltségeket csak a nyomtatashoz felhasznalt
nyomolemezek (klisék) darabszamanak valtoztatasaval tudjdk befolydsolni. Egy nyomolemez 2500
Ft-ba keriil, és a nyomoélemezek mindegyikével 6ranként 100 plakat késziil el. A nyomolemezek aran
feliil, a lemezek szamatol fiiggetleniil, minden nyomtatisra forditott munkaora tovabbi 40000 Ft
koltséget jelent a nyomdanak. A raforditott id6 és az erre az idore jutd koltség egyenesen aranyos. A
14400 plakat kinyomtatasat a nyomda a legkisebb koltséggel akarja megoldani. Hany nyomoélemezt
kell ekkor hasznalnia? Mennyi ebben az esetben a nyomodlemezekre és a raforditott munkaiddre jutd
koltségek 0sszege?

44. Az y = ax + b egyenletii egyenes illeszkedik a (2; 6) pontra. Tudjuk, hogy a < 0. Jeldlje az x
tengely és az egyenes metszéspontjat P, az y tengely és az egyenes metszéspontjat pedig Q. irja fel
annak az egyenesnek az egyenletét, amelyre az OPQ hdromszog teriilete a legkisebb, és szamitsa ki
ezt a teriiletet (O a koordinata-rendszer origdjat jeldli)!

45. Egy jatékiizemben fa elemekbdl all6 épitdkészletet gyartanak. Ha x darab készletet gyartanak
1,5
naponta, akkor a teljes gyartasi koltség k(x) = XT + 12x + 300eur6. Egy készletet 18 euroért tudnak

értékesiteni. Naponta hany készletet gyartson az {izem, hogy a haszon a lehetd legnagyobb legyen?
Mennyi ez a maximalis haszon?



46. Egy iizemben olyan forgashenger alaki konzervdoboz gyartasat szeretnék elkezdeni, amelynek
térfogata 1000 cm3. A doboz aljanak és tetejének anyagkoltsége 0,2 Ft/cm2, mig oldaldnak
anyagkoltsége 0,1 Ft/cm2. Mekkorék legyenek a konzervdoboz méretei (az alapkdr sugara €s a doboz
magassaga), ha a doboz anyagkoltségét minimalizalni akarjak? Valaszat cm-ben, egy tizedesjegyre
kerekitve adja meg! Szamitsa ki a minimalis anyagkoltséget is egész forintra kerekitve!

47. Adott a [-3; 3] intervallumon értelmezett f(x) = —x? + 9fiiggvény. a) Képezziik az 6sszes olyan
egyenld szari haromszdget, melynek tengelye az y tengely, alappal szemkdzti csiicsa az origoban
van, alapjanak két végpontja pedig illeszkedik a fliggvény grafikonjara. Eztan képezzik a
fliggvénygorbe és az x tengely altal kozbezart tartomanyba beirhatd 6sszes olyan téglalapot, melynek
egyik oldala az x tengelyre egy-egy csucsa pedig a fliggvény grafikonjara illeszkedik. A legnagyobb
teriiletli haromszog vagy a legnagyobb teriiletii téglalap teriilete nagyobb?

48. Egy varrom teriiletén szabadtéri szinhazat a szinpad teriilete a lehetd legnagyobb legyen?
alakitanak ki. A tervrajz szerint a téglalap Mekkora ez a legnagyobb tertilet?

alaku szinpadot az egyik bastya félkor alakban
elhelyezkedd falmaradvanyai kozé helyeznék
el. A bastya belso atmérdje 12 méter. (Az abran
a tervrajz egy részlete lathato: O a félkor
kozéppontja, a téglalap cstiicsaba vezetd sugar
¢s az atmérd kozotti szog pediga, 0<a< &
g) Hogyan kell megvalasztani az aszoget, hogy

49. Tobb részletben 6sszesen 350 tonna arut szeretnénk vasuton elszallittatni. Az egyik szallitocég
arajanlatdban a szallitasi dij két 0sszetevobdl all. Egyrészt a szallitott aru tomegének négyzetével
aranyos dijat kell fizetniink, masrészt az aru tomegétdl fliggetlen allandé alapdijat is felszamitanak:

2
ha egyszerre t tonna aru elszallitasat rendeljiik meg, akkor ezért I—O + 205 eurdt kell fizetniink.

a) Igazolja, hogy ha két részletben (két alkalommal) szallittatnank el a 350 tonna arut, akkor a vasuti
koltség abban az esetben lenne a legkisebb, ha az arut két egyenld tomegii részre osztanank!

A vasuti szallitas koltségének csokkentése érdekében a 350 tonna tdmegii arut n (n € N+) egyenld
részre osztjuk, és azt tervezziik, hogy minden egyes alkalommal egy-egy részt szallittatunk el a
vasuttal.

b) Igazolja, hogy a szallitocég ajanlata szerint az n alkalommal torténd vasiti szallitds koltsége

12250 P
+ 205neuro lenne!

0sszesen

A vasuti szallitas koltségén kiviil figyelembe kell venniink azt is, hogy ha a 350 tonna arut n egyenld
tomegli részre akarjuk szétosztatni, akkor a munka elvégzéséért nekiink (n — 1) - 400 eurdt kell
fizetniink. (n € N+)

c) Hany egyenl6 tomegii részletre bontva lenne a legolcsobb a 350 tonna aru elfuvaroztatasa?



XX. Térgeometria

11-14., 86-94. 27-49.

I.

1. Az ABC derékszogli haromszog BC befogdjanak hossza 18 cm, a CA befogdjanak hossza 6 cm.
Allitsunk merdleges egyenest az ABC haromszdg sikjara a C pontban! A merdleges egyenes D
pontjara teljesiil, hogy CD hossza 15 cm. Mekkora az ABCD tetraéder térfogata?

2. Egy lizemben 4000 cm3-es, négyzet alapt, egyenes hasab alaku, feliil nyitott stitdedények gyartasat
tervezik. Az edények kiils6 feliiletét tlizallo zomancfestékkel vonjak be. (A belso feliilethez mas
anyagot hasznalnak.) Szamitsa ki, mekkora feliiletre kellene tizall6 zomancfesték egy olyan edény
esetén, amelynek oldallapjai 6,4 cm magasak!

3. Egy 2 cm sugar(, 20 cm széles festOhengerrel dolgozva egy fordulattal kortilbeliil 3 ml festéket
visziink fel a falra. (A festOhenger cstiszas nélkiil gordiil a falon.)

a) Elegendé-¢ 4 liter falfestéket vasarolnunk, ha a szobankban 40 m2 falfeliiletet egy rétegben,
egyszer akarunk lefesteni?

b) Milyen magasan 4llna 4 liter falfesték a 16 cm atmérd;jli, forgdshenger alaku festékes vodorben?
Vilaszat cm-ben, egészre kerekitve adja meg!

4. Két fémkocka 0sszeolvasztasaval egy nagyobb kockat készitliink. Az egyik beolvasztott kocka egy
¢lének hossza p, a masiké pedig q (p > 0, q > 0). (Feltessziik, hogy az 6sszeolvasztassal kapott kocka
térfogata egyenld a két Osszeolvasztott kocka térfogatanak Osszegével.) Igazolja, hogy az

osszeolvasztassal kapott kocka felszine: 6 - 3/(p3 + q3)?2

5. Egy 40 cm X 25 cm-es kartonlapbdl kivagunk két } B
egybevago téglalapot, az dbran ezek vonalkdzva lathatok.
A megmaradt kartonlapbol ezutdn (a berajzolt élek
mentén) egy olyan téglatestet hajtogatunk, melynek
magassdga a kivagott téglalapok rovidebb oldalaval V7777777
egyenlé.
a) Mekkora lesz a kapott téglatest felszine, ha a kivagott
téglalapok rovidebb oldala 2 cm-es?

6. Egy fémlemezbdl késziilt, forgashenger alakii hordoban 200 liter viz fér el. Mekkora teriiletii
fémlemez kell a 80 cm magas, feliil nyitott hord6 elkészitéséhez, ha a gyartasa soran 12% hulladék
keletkezik?

7. Egy blivész két egyforma ,,dobotetraédert” haszndl az egyik mutatvanyahoz. A dobotetraéder
alakja olyan szabdlyos haromoldalu gula, amelynek alapéle 6 cm hosszl, az oldalélei pedig 30°-os
szoget zarnak be az alaplap sikjaval. Hatarozza meg a tetraéder térfogatat!



8. A mellékelt dbran egy kereszt alaku lemez lathato,
amely 5 db 10 cm oldalu négyzetbdl all. A lemezbdl egy
10 cm alapélii, szabalyos négyoldala gtla halojat _ | 10em
szeretnénk kivagni ugy, hogy a kozépsdé négyzet legyen a
gula alaplapja.

a) Igazolja, hogy a lehetséges halok kivagasa soran
keletkezd hulladék legalabb 200 cm?, de kevesebb 300
cm?-nél!

9. Egy vizszintesen fut6 egyenes alagut fiiggdleges keresztmetszete egy olyan 8,1 m magas korszelet,
amely egy 6 m sugart korbol szarmazik. Az alagit hossza 340 m. (A kép illusztracid.) a) Mutassa
meg, hogy a korszelet korivéhez (egész fokra kerekitve) 221°-os kdzépponti szdg tartozik a korben!

b) Szamitsa ki az alagut térfogatat! Az eredményt ezer m3-re kerekitve adja meg!

Az alagut ives belso feliiletét keramiaburkolattal lattak el. Hany m2 a keramiaval burkolt feliilet?

11.

Egy csaladi haz egy téglatest alaka foldszinti részbdl és a ra illeszkedo,
haromoldali egyenes hasab alaku tet6térb6l all. A haz néhany méretét
el6lnézetben és oldalnézetben mutatja az alabbi abra. (A fal-vastagsagtol
mindentitt eltekintiink.)

Az abran megadott méretek alapjan szamolva valaszoljon az alabbi kérdésekre!

P

tetotér tetotér

I'\.'._ll

4

foldszint 3.2m foldszint

illusztracio

8m ' 8.5m

a) A teljes tetofeliiletet cseréppel fedik. Mekkora ez a feliilet?
Valaszat m?-ben, egészre kerekitve adja meg!

b) Hany kobméter a haz teljes térfogata (f6ldszint és tetétér 6sszesen)?
A beépitett tetotér alapteriiletének csak az a része szamit
lakéteriiletnek, ahol a belmagassag legalabb 1,9 méter| 32m

¢) Hany négyzetméter a haz teljes lakotertilete (a f6ldszinti és tet6térbeli
lakétertilet 6sszesen)?

8m

12. Az OAB haromszoget megforgatjuk az OA oldal egyenese koriil.
b) Hatarozza meg az igy keletkezd forgastest térfogatat!

II.

13. Egy kocka ¢és egy gomb felszine egyenld. Bizonyitsa be, hogy a gomb térfogata nagyobb, mint a
kockaé!

14. Egy haromoldalu egyenes hasab alapéleinek hossza: AB =4, AC = BC =+v/13, a hasab magassaga

2v/3hosszasagl. Az AB alapél egyenesére illeszkedd S sik 30°-os szget zar be a hasab alaplapjaval,
és két részre vagja a hasabot. Szamitsa ki a két rész térfogatanak aranyat!



15. A termelés soran keletkezett hulladékot nagy méretli konténerbe gytijtik, melyet minden nap vé-
gén kitiritenek és kitisztitanak. A konténer egyenes hasab alaku. A hasdb magassaga 2 m, alaplapja
hurtrapéz, melynek méretei az 1. dbran lathatok. A konténert vizszintes feliileten, az 1,8 m x 2 m-es
(téglalap alakt) lapjara allitva helyezik el (1asd a 2. abrat). Szamitsa ki a hasab térfogatat!

im

1 m, Sl m

1.8 m

1. dbra 2. abra

Hat4rozza meg, hogy milyen magasan all a konténerben a tisztitdsahoz beletoltdtt 2,7 m3térfogatt
folyadék!

16. Abrazolja a [0; 6] intervallumon értelmezettx + % |x — 4| + 3hozzarendelési szaballyal megadott

fliggvényt! Forgassuk meg a [0; 4] intervallumra lesziikitett fiiggvény grafikonjat az x tengely koriil!
Szamitsa ki az igy keletkezett forgastest felszinét!

17. Egy kozépkori, roman stilusban épiilt templom tornyanak tetérésze egy olyan négyoldala szaba-
lyos gula, amelynek alapéle ugyanolyan hosszi, mint az oldaléle. A felujitds alkalmaval ebben a
tetOrészben egy olyan maximalis méreti kocka alaku helyiséget alakitottak ki, amelynek jardszintje
a gula alaplapjan van, mennyezetének sarkai a gula oldaléleire illeszkednek. a) Mekkora a tetdtéri
helyiség alaptertilete, ha a gula élei 8 m hossztiak? b) A toronytetdlégterének hany szazalékat foglalja
el ez a helyiség?

18. Egy szobor marvany talapzatit egy 12 dm €It kocka alaka kébdl faragjak. Minden csucsnal a
csucshoz legkodzelebbi élnegyedeld pontokat tartalmazé sik mentén lecsiszoljak a kockat.

a) A kész talapzatnak hany éle; hany cstcsa; hany lapja van? b) A kész talapzatnak mekkora a fel-
szine?

19. Egy tengelyesen szimmetrikus érintOtrapéz alapjainak hossza 5, illetve 20 egység. Szamitsa ki
annak a forgastestnek a térfogatat, amelyet Ggy kapunk, hogy a trapézt megforgatjuk a hosszabbik
alapja kortil.

H G 20. Az ABCDEFGH téglatest A csucsbol induld élei:
E_—" F_—" AB=12; AD=6; AE=8. Jelolje a HG ¢l felezépontjat P.
a) Szamitsa ki az ABCDP gula felszinét! b) Mekkora
szoget zar be az ABCDP gula ABP lapjanak sikja az
ABCD lap sikjaval?

21. Egy ABCDE négyoldalt szabalyos gula alaplapja az ABCD négyzet. A gulat elmetssziik az EAC
sikkal. A sikmetszet teriilete 64 cm2. Ha a gulat az E cstcsatol mért 4 cm tavolsagban, az alaplappal
parhuzamos sikkal metssziik el, akkor 32 cm? teriiletii sikmetszetet kapunk. a) Mekkora a gtla
magassaga, ¢s mekkora az alaplapjanak teriilete? b) Szamitsa ki a gula alaplapjanak és oldallapjanak
hajlasszogét!

22. Egy forgaskup nyilasszoge 90°, magassiga 6 cm. a) Szamitsa ki a kap térfogatat (cm3-ben) és
felszinét (cm2-ben)! b) A kip alaplapjaval parhuzamos sikkal kettévagjuk a kupot. Mekkora a kelet-
kez6 csonkakup térfogata (cm3-ben), ha a metszd sik atmegy a kap beirt gombjének kozéppontjan?
Vilaszait egészre kerekitve adja meg!



23. Adamék kerti zuhanyozojanak tartilya egy feketére festett, forgashenger alaki, acéllemezbdl
késziilt hord6. A henger atmérdje 50 cm, magassaga 80 cm.

a) Szamitsa ki a hord¢ térfogatat és felszinét!
(A lemez vastagsaga a hordo méreteihez
viszonyitva elhanyagolhato.) A térfogatot
egész literre, a felszint egész
négyzetdeciméterre kerekitve adja meg! A
megadott méretli hordot ugy szerelik fel, hogy
a forgastengelye vizszintes legyen. Ebben a
helyzetben — a bedmld nyilas miatt — csak 40
cm magassagig lehet feltolteni vizzel.

b) A teljes térfogatanak hany szazalékaig
tolthetd fel a vizszintes tengelyt tartaly?

24. A 6 cm oldaléli tomor ABCDEFGH kocka BF élén
megjelodltiik az ¢l P felezOpontjat, majd a kockat kettévagtuk
az E, G, P pontokra illeszked6 sikkal (az abra szerint).

a) Mekkora a kettévagas soran keletkezett nagyobbik test
felszine?

b) Mekkora szoget zar be a metsz6 sik és a kocka EFGH
lapjanak sikja?

25. Egy csonkakup alapkorének sugara 14 cm, fed6korének sugara 8 cm, alkotoja 10 cm hosszu. Géza
szeretné gyorsan megbecsiilni a csonkaktp térfogatat, ezért azt egy henger térfogataval kozeliti. A
kozelitd henger alapkdrének sugara megegyezik a csonkakup alap- és fedokore sugaranak szamtani
kozepével, magassaga pedig egyenld a csonkakip magassadgaval. Hatarozza meg Géza kozelitésének
relativ hibajat! (Relativ hibanak nevezziik a kozelitd értéknek a pontos értéktdl mért szazalékos
eltérését.)

26. Egy itatovalyt alakja hadromszog alapu egyenes hasab. Vizszintes helyzetében a valyt feliil
nyitott, a hasdbnak ez a lapja parhuzamos a vizszintes talaj sikjaval, a hdromszog alaku lapok pedig a
talaj sikjara merdlegesek (1d. az abrat). A szabalyos haromszog alakt lemezek oldalai 38 cm hossztiak,
a két téglalap alakt oldallap pedig 38 cm x 72 cm-es. A vizszintes helyzetli valyu kezdetben tele van
vizzel. A valyu egyik végét megemeljiik, ezért a viz egy része kifolyik beldle. A valytaban ekkor a
vizfelszin a bal oldali szabalyos haromszog also csucsatol a jobb oldali szabalyos haromszog fels6
¢léig ér, ahogyan az dbra mutatja. a) Igazolja, hogy ekkor a véalytiban (egészre kerekitve) 15 liter viz
van! A valyut ezutan visszafektetjiik eredeti, vizszintes helyzetébe. b) Hany cm magasan all a viz a
valyuban ekkor?

==

27. Egy feliil nyitott doboz vizszintes asztallapon all. A (bal oldali abran lathatd) dobozt harom
téglalap és két derékszogli trapéz hatarolja. A doboznak a vizszintes sikra illeszkedd lapja 8 cm x 6
cm méretil, két egymassal szemkozti fliggdleges siku lapja pedig 6 cm x 5 cm, illetve 6 cm X 2 cm
méretii téglalap. a) Szdmitsa ki a doboz testatldinak hosszat!



5cm i/

i
6 cm
8 cm Ll

b) A test kiteritett halojat a kozEépso abra sotétitett tartoméanya szemlélteti. Ezt a halot egy 15 cm % 16
cm-es téglalapbol vagjuk ki (ennek oldalai parhuzamosak a test 8 cm x 6 cm-es alaplapjanak
oldalaival). Hany szazalék hulladék keletkezik?

I11.

28. Az ABCDE szabalyos négyoldalt gula alaplapja az ABCD négyzet. A glla alapéle 28 egység
hosszu. Legyen F a CE oldalélnek, G pedig a DE oldalélnek a felezOpontja. Az ABFG négyszog
teriilete 504 teriiletegység. Milyen hosszl a gula oldaléle?

29. Két egyenes hasabot épitliink: Hj-et és Hy-t. (fenti jobb oldali dbra) Az épitéshez hasznalt

négyzetes oszlopok (négyzet alapu egyenes hasabok) egybevagodk, magassaguk kétszer akkora, mint
az alapéliik. A H| hasab épitésekor a szomszédos négyzetes oszlopokat az oldallapjukkal illesztjiik

Ossze, a Hy hasab épitésekor pedig a négyzet alaku alaplapjukkal — az 4bra szerint. A Hy és Hp
A
egyenes hasabok felszinének hanyadosa: A—Hl = 0,8 Hany négyzetes oszlopot hasznaltunk az egyes
Hz

hasabok épitéséhez, ha Hq-et és Hy-t ugyanannyi négyzetes oszlopbdl épitettiik fel?

30. Egy képzOdmiivészeti galéria uj kidllitotermet nyitott gyermekek szamara. A terem alakja egy
négyzet alapu egyenes gula, melynek belsé méretei: az alapél 12 méter, az oldalél 10 méter. Az egyik
kiallité mlivész azt kérte, hogy a kiallitas kivitelezdje ragasszon az oldalfalakra korbe az alapélekkel
parhuzamos keskeny szines csikot (vonalat), amelyre majd a kiirasokat elhelyezik. A szines vonalak
vizszintes, képzeletbeli sikja éppen felezte a kiallitotér térfogatat. Mekkora a szines vonalak Osszes
hossza? Milyen magasan helyezkedik el a padlo sikja felett a képzeletbeli felezdsik?

31. 10 cm sugaru, 24 cm magas egyenes korhenger alakt edényben 20 cm magasan all a viz. A olyan
egybevago négyzet alapt szabalyos gulakat helyeziink, melyek minden éle 4 cm. A gulak elsiillyed-
nek a vizben. Hanyadik gula vizbe helyezésekor kezd kifolyni a viz az edénybdl?

32. A 2 éves Andras testvére a 8 éves Béla. Andrés sziiletésnapja egybeesik Béla névnapjaval. Erre
az alkalomra édesapjuk készittetett egy egyenes korkup alakt csokitortat kettdjilknek. A torta
magassaga 45 cm. a) A tortat az alaplapjaval parhuzamos sikkal szeretnék kettévagni tigy, hogy a
keletkezett két darab térfogatanak aranya megegyezzen a fiuk ¢életkoraval aranyaval. Milyen magasan
kell elvagni a tortat? b) Egy csonkakup alapkdrének a sugara 12 cm, feddkorének sugara 6 cm. A
csonkakup paldstjanak a teriilete az alap- és fedokor teriilete 0sszegének a kétszerese. Mekkora a
csonkakup térfogata?
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33. Az é4bran egy cirkuszi sator lathato. Alapja
12 m oldalu szabdlyos hatszog. Oldalfalai 8§ m
magasak; ennek tetején all a sator szabalyos
hatsz6g alapti egyenes gula alaku tetdzete,
melyet kdzépen egy 16 m-es rad tamaszt.

a) Mekkora a sator légtere?

b) Az oldalfalakat ¢és a  tetOzetet
viaszosvaszonnal boritottdk be. Hany m?
anyagot hasznaltak fel a boritashoz?

¢) A tetdzet oldalélei mekkora szoget zarnak be
a kézépen allo tartoraddal?

34. Egy 6 cm sugaru, 20 cm magassagu egyenes korhengerben valamilyen magasan all a viz. Bele-
helyeziink egy kockat, mely lesiillyed a vizben és éppen ellepi a vizszint. Ez utan a kockat kivessziik
¢s egy 1 cm-rel nagyobb éli kockat helyeziink a vizbe. Mikor ez is lesiillyed, ezt is éppen ellepi a viz.
Mekkora volt az els6 behelyezett kocka éle?

35. Egy 10 cm sugara egyenes henger alakt edénybe vizet ontottiink. Eztan belehelyeztiink egy olyan
egyenes korkupot, mely alapkdrének sugara 6 cm, alkotdja 12 cm hosszua. A kup lesiillyed a viz fene-
kére, alapkore a henger alapkorére illeszkedik, de 3 cm magasan kiéll a vizbdl. Mennyit emelkedett

a vizszint?

36. Az ABCDEFGH négyzetes oszlop AE,
BF, CG, DH ¢lei merdlegesek az ABCD
alaplapra. Az A csucsbol kiindulo harom ¢l
hossza AB = AD = 8 egység, AE= 15
egyseg.

a) Szamitsa ki az EF és AH vektorok
skalaris szorzatat!

A négyzetes oszlop koré egy P csticspontu
forgaskupot illesztiink ugy, hogy az A, B,
C, D csticsok a kup alaplapjara, az E, F, G,
H csucsok pedig a kup palastjara
illeszkedjenek. (A kup és a négyzetes
oszlop tengelye egybeesik.) A kap
magassaga 45 egység.

H G

D

b) Szamitsa ki a kup
felszinét!

LN

A B

XXI. Integralszamitas

51-72.

1. Hatarozza meg f_33(x2 — 6X + 9)dx értékét!

2. Adott a sikbeli derékszdgli koordinata-rendszerben az y = x3 — 3x? egyenletli gorbe. Szamitsa ki
annak a sikidomnak a tertiletét, amelyet a gorbe elsé siknegyedbe es6 ive €s az x tengely fog kozre!



3. Két sportiskola legjobb teniszezdi egyéni teniszbajnoksag keretében mérték 6ssze tudasukat. A
verseny emblémajat parabolaszelet alaktra tervezték (lasd az éabrat). A koordinata-rendszerben
késziilt tervrajzon a teniszlabda roppalyéjat jelképezd y = 4 — x%egyenletii parabola, valamint az x
tengely hatarolja a parabolaszeletet. Az embléman lathaté még a teniszlabdat jelképezd kor is, ennek
egyenlete x2 — y2 — 2,6y = 0. Hany szazaléka a kor teriilete a parabolaszelet teriiletének? A valaszt
egészre kerekitve adja meg!

4. Adottazf:R - R, f(x) = x* + 8x3 — 270x? + 275 fiiggvény. A Newton-Leibniz-tétel segitségé-
vel hatarozza meg a | 05 f(x)dx hatarozott integral értékét!

3 2
5. Adott a g fliggvény:g(x) = —X? + X? x € R. Hatdrozza meg a c lehetséges értékeit ugy, hogy
Jy 8(x)dx = 0 teljesiiljon!

6. Hatarozza meg a p > 0 paraméter értékét ugy, hogy fop(sz — 24x + 20)dx = 0 teljesiiljon!

7. Adott azy = —5,2cosx + 11,2 egyenletii gorbe, valamint az x =0, azy = 0 és az x = 2r egyenletii
egyenesek. Szamitsa ki a gorbe és a harom egyenes altal hatarolt korlatos sikidom teriiletét!

8. Adott az x? + 2y = 16 egyenletli parabola. Hatdrozza meg a parabola és az x tengely altal
kozrezart korlatos sikidom tertiletét!

9. Hatarozza meg az f(x) és g(x) ket fliggvény grafikonja altal kozbezart sikidom tertiletét,
. 2x\?
hax € [0, g] f(x) =sinx gx) = (_)

X
™
10.

Legyen fa valos szamok halmazan értelmezett fiiggvény, ahol f(x) = x2.
b

a) Hatarozza meg a és b értékét, ha [ f(x)=63 ésf'(a)y=5b,

II.

11. Adottak az R - R, f(x) = —x2+10x—22 és a R—> R, g(x) = —x+ 6 fiiggvények.
Oldja meg az f(x)=g(x) egyenletet! Abrazolja az f és a g fiiggvény grafikonjat! Szdmitsa ki az

y = f(x), y = g(x) egyenletii grafikonok és az x = 6 egyenletli egyenes altal kozrefogott, az y
tengelyhez kozelebbi sikidom teriiletét!

12. Az f fiiggvényt a kovetkezOképpen definialjuk: f: R —» R, f(x) = x? + 6x + 5. Szamitsa ki az f
fliggvény grafikonja és az x tengely altal kozbezart sikidom teriiletét!



13. Legyen p valos paraméter. Tekintsiik a valds szamok halmazan értelmezett f fliggvényt, amelynek
hozzérendelési szabalya f(x) = —3x3 + (p — 3)x% + px — 6. Szamitsa ki a foz f(x)dx hatarozott
integral értékét, ha p = 3.

14. Adottak az x = 0 valds szdmok halmazan értelmezett f(x) = x? — 2x + 2, valamint ugyancsak
az x = 0 valés szamok halmazan értelmezett g(x) = %X + 8 fiiggvények. Szdmitsa ki a két fliggvény-
gorbe, valamint az y tengely altal kozbezart tartomany tertiletét!

15. Adott a valds szamok halmazan értelmezett f(x) = x* — 6x2 + 9 fiiggvény. Szamitsa ki az f(x)
fliggvény gorbéje és az x tengely altal kozbezart teriilet nagysagata [-v/3; \/3_] intervallumon.

16. A tarsasag emblémajanak alaprajzat az f és —f fiiggvények grafikonjai altal kdzrezart sikidommal

Vx, hax € [0; & 4]
modellezhetjiik, aholf: [0; 6] = R, f(X) = {x2_12x+36 . Szamitsa ki az embléma mo-
— ha x € |4; 6]

delljének tertiletét!

17. Hatarozzameg az f: R > R, f(x) = x3 + ax? + bx + cfiiggvényben az a, b és ¢ valds paraméterek
értékét, ha a fliggvényrol tudjuk a kovetkezdket:

(Hf() =f(-1)+4 (2) f'(3) = 10 (f' az f derivaltfiiggvénye) (3) foz f(x)dx = —8

18. Adott az f és g fiiggvény: f: R - R, f(x) = 2x+ 1, g:R - R, g(x) = x? — 2. Szamitsa ki az f és
a g fuggvények grafikonja altal kozbezart teriiletet!

19. A derékszogl koordinata-rendszerben adott az :
y = —0,25x2 + 3x, illetve az

y = 0,01x3 — 1,44x egyenletli gérbéknek az az ive, amelyre = 0,250+ 32
0 <x<12. (Ez akét iv az abran is lathat6.) Tudjuk, hogy a (0; 0)
és a (12; 0) pont a két iv kdzos pontja. Mekkora a két iv altal
kozrezart sikidom teriilete?

y = 0,01z — 1,442

20. Adott az f, a g és a h fiiggvény: f: R—> R f(x) =2*—-1,gt R=> R g(x) =3x+ 2,
h: R —> R h(x) = 12 — x?. Mekkora a h és az x » —4 (x € R) fiiggvények gorbéi altal kozbezart
(korlatos) teriilet?

21. Adott a valds szamok halmazan értelmezett f és g fiiggvény: f(x) = x? — 2,

g(x) = 10 + 10x — x* Hatarozza meg azt a t valds szamot a [2; 8] intervallumban, amelyre teljesiil,
hogy az f fiiggvény gorbéje alatti teriilet a [2; t] intervallumon megegyezik a g fiiggvény gorbéje alatti
teriilettel a [t; 8] intervallumon. (Egy [a; b] intervallumon folytonos fliggvény gorbéje alatti teriilet
ezen az intervallumon megegyezik az x tengely, az x = a, az x =b egyenletli egyenesek ¢€s a fliggvény
grafikonja altal meghatarozott sikidom teriiletével.)

22. Az f: R — R, f(x) = x? — 12x + 27 fiiggvény grafikonja a derékszdgili koordinata-rendszerben
parabola. Szadmitsa ki a parabola és az x tengely altal bezart (korlatos) sikidom teriiletét!

23. Mekkora teriiletli sikidomot zar kdzre az y = —x2 + x + 6egyenlet(i parabola ésazx —y+2=0
egyenletli egyenes?



24. Az egyik cég azzal bizott meg egy reklamiigynokséget, hogy tervezzen egy nagy méretil,
fiiggdlegesen leomlod hirdetdvasznat a budapesti Lanchid f6 tartdlancanak egy részére.

U

A hid két tampillérének PV tavolsaga kb. 200 méter. A {6 tartdlanc alakja jo kozelitéssel egy olyan
(fliggoleges siktl) paraboldnak az ive, amelynek a tengelypontja a PV felez6pontja (U), a tengelye
pedig a PV felezOmerdlegese. A lanc tartopillérnél becsiilt legnagyobb magassaga PQ = 16 méter, a
vaszon tervezett szélessége PS = 50 méter. A tervek szerint a QR iven felfiiggesztett hirdetdvaszon

az abran sotétitett PQRS teriiletet fedi majd be (RS merdleges PS-re). Hany m2 teriiletii vaszon
beszerzésére lesz sziikség, ha a rogzitések miatt 8% veszteséggel szdmol a tervezd?

25. Egy kétszemélyes tarsasjatékot olyan négyzet alaka
tablan jatszanak, amelyet fehér és sziirke mezOkre (=1:1) (1)
osztottak fel az 4bra szerint. Ha a tablat egy olyan
koordinata-rendszerbe helyezziik, amelyben a négyzet
csucsainak koordinatai (1; 1), (—1; 1), (-1; —1), illetve
(1; -1), akkor ebben a koordinata-rendszerben az a jeli I
iv egyenlete: y=(1—x)3 , 0<x<1. A tibla
kdzéppontosan €s tengelyesen is szimmetrikus. ¢ d
a) Irja fel a masik harom (az abran b, c, illetve d jelii)
iv egyenletét is!

1) a

(-1:-1) (1;-1)
A tarsasjaték gyartoja a 2 dm oldalu tabla fehér szinii részének bevondsdhoz egy specidlis anyagot
hasznal. Ebbd] 1 kg mennyiség 12 m? teriilet bevonasahoz elegendd. b) Szamitsa ki, hogy 4000 darab
tabla elkészitéséhez hany kg specialis anyag sziikséges!

26. Az ABCD derékszogl trapéz egyik N
szaranak két végpontja az A(1; 0), illetve a D/ »
B(3; 0) pont, a masik két csticsa pedig a B\
megadott gorbén van, az abra szerint. A a\C
megadott gorbe és az x tengely [0; 5] szakasza ' ‘
egy korlatos sikidomot fog kozre. b) Ha

véletlenszeriien kivalasztjuk ennek a korlatos :
sikidomnak egy pontjat, akkor mennyi a /
valoszinlisége, hogy a kivalasztott pont a | 8 .
trapéznak is pontja lesz? A B :

W =0,25x(x-5)’ (0<x<5)

27. Igazolja, hogy tetszdleges a < b paraméterek esetén fab(Zx —Ddx=(b—-a)b+a—-1)
Hatarozza meg az a és b egész paraméterek lehetséges értékeit, ha tudjuk, hogy

fab(Zx —1)dx=8.(a<b)

28. Az abran egy medence méretaranyos (kicsinyitett) feliilnézeti tervrajza lathatd. A medencét
azy =X és az y = —2x + 2 egyenletii egyenes, valamint az y = x> — x (0 <x < 1) egyenletii gérbe
fogja kozre. Szamitsa ki, hogy mekkora a tervezett medence alapteriilete, ha a tervrajzon lathaté
(0; 0) és (1; 0) pontok tavolsaga a valésagban 12 méter lesz.



I1I.

29. Az f fiiggvényt a [0; 5] intervallumon értelmezziik: f(x) = b4
3cos X — cos (—x). Mekkora teriiletii sikidomot hatarol az x
tengely [0; 5] intervalluma; az y tengely [0; f(0)] intervalluma;
az x =5 egyenes [0; f(5)] intervalluma és az f fliiggvény gorbéje?

30. Legyen f és g is a valos szamok halmazan értelmezett fliggvény

—1, hax< -1
f(x) =42x+1, ha —1<x<0 ésgx) =x>—-2
1, hax=0

Szamitsa ki a két fliggvény grafikonja altal kdzrefogott zart sikidom tertiletét!

4x3  3x?  2x w . o .
31.f(x) = — —ttT—a ahol a pozitiv valds szam és x € R. Igazolja, hogy
Jy fx)dx = —a® + a

32. Jeldlje az y = x? — 4x — 12 egyenletii parabola tengelypontjat C, az x tengellyel alkotott met-
széspontjait pedig A és B. Az ABC haromszog teriilete hanyad része a parabola ¢s az x tengely altal
kozrefogott zart sikidom teriiletének?

33. Az x% = 2y egyenletil parabola az x? + y? < 8 egyenletli korlapot két részre vagja. Mekkora a
konvex rész terlilete? Szamolasa soran ne hasznalja a w kozelito értékét!

34. Az f: R—> R, f(x) = ax? + bx + ¢ masodfoku fiiggvény grafikonjanak tengelypontja a T(4; 2)
pont, és a P(2;0) pont is illeszkedik a grafikonra. Szamitsa ki az f grafikonja és az x tengely altal
hatérolt tartomany teriiletet!

35. Adottak a valds szamok halmazan értelmezett f(x) = 2x? — 6x + 7 fiiggvény. Szamitsuk ki az
f(x) fiiggvény x = 2 helyhez tartoz¢ érintdje, a koordinatatengelyek, valamint az f(x) fliggvény
gorbéje altal kozbezart teriilet nagysagat!

36. Az y = —x? + 3x — 4 egyenletii gorbét toljuk el az y tengellyel parhuzamosan 3 egységgel
pozitiv irdnyba. Szamitsuk ki az eredeti és az eltolassal kapott gorbe kozotti teriiletet az x; = —2 és
az X, = 3 hatéarok kozott.

37. Hatadrozzuk meg a kovetkez6 két fliggvénygorbe altal bezart tertiletet:
fi x> x%2—2xésg: x> 12 —x?

38. Tekintsiik a [0, 2] intervallumon értelmezett f(x) = sinx és g(x) = cos x fliggvényeket.
Mekkora teriiletli az f(x) és a g(x) gorbéje altal hatarolt sikidom?

39. Az f(x) = x* — 4x + 3 fiiggvény hatéarozott integralja 0-t6l valamely p > 0 valds szamig 0.
Hatarozza meg a p paraméter értékét!



40. Az dbran az egyesiilet sz€khazanak fiiggdleges siku
homlokzata lathatd, amelyet az AC és BC egybevagd
parabolaivek hatarolnak. A parabolak tengelye egy-egy
fiiggdleges egyenes, ezek az AB szakasz felezOmerdlegesére
szimmetrikusan helyezkednek el. A homlokzat szélessége AB
= 8 méter, magassaga FC = 6 méter, az AF szakasz D
felez6pontjaban mért tetémagassag pedig DE = 2,5 méter.
Hany négyzetméter a homlokzat teriilete?

41. Adott az y = —%xz + gx — 4 egyenletli parabola és az y = —%X + ? egyenletli f egyenes.
Hatarozza meg a parabola és az f egyenes altal hatarolt korlatos sikidom tertiletét!

XXII. Statisztika

146-153.

I.

1. Egy dobozban 40 iiveggyongy kozott 8 selejtes van. Egy kisérlet abbdl 4ll, hogy a 40 gyongy koziil
visszatevés nélkiili mintavétellel, véletlenszertien kivalasztanak 10-et, és megszdmoljak, hogy hany
selejtes van kozottiik.

Egy tanuldcsoport tagjai 0sszesen 500 alkalommal végezték el a fent leirt kisérletet. A kisérletek
befejezése utan Osszesitették a tapasztaltakat: a 10 elemli mintakban eléfordulé selejtes gyongyok
szdmanak relativ gyakorisagat oszlopdiagramon abrazoltadk. A diagram segitségével valaszoljon a
kovetkezd kérdésekre:

0,35 - 0,332

0,25 - 0,234 e

relativ gyakonsaga
=
[x]
1 —}

0,10 4 0,082 0,086

0,05 - 0024
n,an2 0 ]

0 1 2 3 4 5 & 7 8
selejtes gydngyok szama a mintaban
I. Mennyi volt az egy mintaban eléfordul6 legtobb selejtes gyongy?
II. Mennyi volt az egy mintaban legtobbszor eléfordulo selejtszam?
III. Hany alkalommal nem volt a 10 elemi{i mintaban egyetlen selejtes gyongy sem?

2. Egy automatanak 100 gramm tomegli hasdbokat kell két egyenld tomegi részre szétvagnia. A két
darab koziil az egyik az A futdszalagra keriil, a masik a B futoszalagra. Az utols6 négy darabolasnal
az automata hibja miatt az A futdszalagra keriilt darabok tomege 51 g, 52 g, 47 g és 46 g. Igazolja,
hogy a két futdszalagra keriilt 4-4 darab tomegének atlaga kiilonbozik, a szorasa pedig megegyezik!

3. Egy vérosi piacon a piros almat 5 kg-os csomagolasban aruljdk. A csomagokon olvashat6 felirat
szerint egy-egy csomag tomege ,,5 kg + 10 dkg”. (Az almak nagy mérete miatt az 5 kg pontosan nem



mérheté ki.) A mindség-ellendrzés soran véletlenszeritien kivalasztanak nyolc csomagot, és ezek
tomegét méréssel ellendrzik. Csak akkor engedélyezik az almak arusitasat, ha egyik csomag tomege
sem kevesebb 4 kg 90 dkg-nal, és a nyolc mérési adat 5 kg-t6] mért atlagos abszolut eltérése nem
haladja meg a 10 dkg-ot. A mérések eredménye a kovetkezo:

meres sorszama 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8.

mért tomeg (dkg) | 506 | 491 | 493 | 512 | 508 | 517 | 493 | 512

a) A mérési eredmények alapjan engedélyezik-e az almdk arusitasat?
b) Hatarozza meg a nyolc mérési eredmény atlagat és szorasat!

4. Egy kisvaros vasutallomasarol munkanapokon 16 vonat indul, m:‘:‘::i‘ idepontjn —
ezek indulasi idopontjardl kimutatast vezetnek. A mellékelt szevint | "PYIEESN | (here)
tablazat ezt mutatja egy adott munkanap esetében. A ol 10 9
vasutvallalat pontossagra vonatkozé eldirdsa szerint 216 g;g) (1)
munkanapokon a vonatok legaldbb egyharmadéanak pontosan 8:32 8:38 6
kell indulnia az 4llomasrdl, tovabba a késéseknek sem az atlaga, 10:10 10:15 5
sem a medianja nem haladhatja meg a 3 percet. a) Legfeljebb }2; (2) }g;; 8
hany perc késéssel indulhat a valasztott munkanapon az utolso6 1232 1235 3
két vonat, hogy mindegyik eldiras teljesiiljon? (A késéseket 14:10 14:14 4
egész percekben mérik, a pontos indulést 0 perces késésnek }é:é igf‘; 5
szamitjak, a vonatok a menetrendben el6irt indulasi 16:32 1632 0
idépontjuknal kordbban nem indulhatnak el.) 18:10 18:14 4

18:32 18:32 0

20:10

20:32

5. Az egyik hét munkanapjain utasszamlalast végeztek a személyvonaton. Hétfén 200, kedden 160,
szerdan 90, csiitortokon 150 utast jegyeztek fel. Hany utas volt pénteken, ha tudjuk, hogy az 6t adat
atlaga is szerepel az adatok kozott, tovabba az adatok (egyetlen) modusza nem egyenlé a median-
jukkal?

6. Egy barati tarsasag 8 tagjanak tomegét mutatja a kovetkezo tablazat.
név Albert Bori Csaba Dénes Elek Frigyes Gabi Helga
tomeg (kg) 82 74 90 88 85 85 63 71

Adja meg a 8 adat medianjat, atlagat és szorasat!

7. Egy mértani sorozat negyedik tagja 12, a kilencedik tagja 384. Szamitsa ki a sorozat elsé hat
tagjanak az atlagat, és az atlagtol mért atlagos abszolut eltérését!

8. Egy 8 s csapat koséarlabdaedzése kozben mind a nyolcan 10-szer kiséreltek meg harompontost
dobni. A sikeres dobasok szamat mind a nyolc fonél felirtak. A feljegyzett szdmok: 6, 3,7, 6,4, 7, 8
¢és 7. Hatdrozza meg a sikeres dobasok szamanak atlagat, medianjat és szorasat!

9. Egy szabalyos dobokockéval hatszor dobtunk. A dobott szamok egyetlen modusza, a medianja és
az atlaga — ebben a sorrendben — egy szigorian monoton novekvd szamtani sorozat harom szom-
szédos tagja. Adjon meg egy megfelelé dobassorozatot, és igazolja, hogy a megadott dobassorozat a
feltételeknek megfelel! Igaz-e, hogy a megadott hat szam szoréasa is tagja ugyanennek a szamtani
sorozatnak?



10. Egy biliardgoly6 készletben talalhat6 9 golyd tomegére a kdvetkezd mérési eredményeket kaptak

(grammban):

163, 163, 163, 163, 163, 164, 165, 166, 166.
Egy ilyen készletet akkor hitelesitenek a mindségellendrzésen, ha a kovetkezd feltételek
mindegyikének megfelel: minden golyd tomege legalabb 160 gramm és legfeljebb 170 gramm; a
golyok tomegének terjedelme legfeljebb 3 gramm; a golydk tomegének szorasa legfeljebb 1 gramm.

Hitelesithet6-e ez a készlet?

Egy napelemes akkumulatortoltoket gyartd cég termékei koziil
24 darabnak az ¢lettartamat vizsgaltak. A vizsgalat

végeredményét (a 24 darabra vonatkozoan) a kdrdiagram
szemlélteti. Toltse ki a kovetkezo tablazatot, €s hatdrozza meg a
24 darab tolto élettartamanak atlagat és szorasat!

¢lettartam (honap)

darabszam

12. Egy filmes portalon a Parabola cimii filmet 83-an értékelték 1-10-ig egy-egy egész szammal. A
film er6sen megosztotta a nézdket: 46-an 1-essel értékelték azt, ugyanakkor a kapott értékelések

atlaga pontosan 5 lett. Szdmitsa ki a 83 értékelés szorasat!

13. Az interneten talalhato adatok alapjan a napenergiat elektromos energiava alakité eszkozok
maximalis 0sszteljesitményének magyarorszagi alakuldsat a kovetkezd tablazat szemlélteti

(megawattban mérve).

év| 2012

2013

2014

2015

2016

2017

2018

2019

Osszteljesitmény (MW) 12

35

77

168

225

300

640

1277

a) A fenti tdblazat adatai alapjan késziilt a kovetkezd tablazat, amely azt mutatja, hogy
hanyszorosara valtozott a maximalis Osszteljesitmény az egymast kovetd években az el6z6 évi
maximalis Osszteljesitményhez viszonyitva. A még hidnyz6 harom szdmot irja a kovetkezd
tablazat lires mezdibe, majd szamitsa ki a kapott 7 szadm atlagat és szordsat!

az el6zo évinek
ennyiszerese:

év| 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019
ebben az évben a
maximalis Osszteljesitmény | 2,92 2,18 1,33 2,00




14. Az 510 tanuld év végi tanulményi atlagairdl (a kitindk szaman kiviil) még a kovetkezd
informaciokat tudjuk: az év végi atlagok terjedelme 2,4; mddusza 3,8; medianja 4,0; atlaga 4,2;
szorasa 0,9; also kvartilise 3,3; felsO kvartilise 4,6. Készitsen a tanulok év végi tanulmanyi atlagairél
sodréfadiagramot!

II.

15. A kovetkezd tablazat egy orszdg munkaképes lakossaganak foglalkoztatottsdg szerinti
megoszlasat mutatja. Az adatok ezer fore kerekitettek.

- ] 2003. év 2004. év
Agazatok . .
= fezer fi) fezer fi)
Mezdgazdasagban dolgozd 1020
Foglalkoztatottak | Iparban dolgozd 1870 1926
| Szolgaltatdsban dolgozd 5015
Munkanélkili 595
Munkaképes lakossdg Gsszesen 83500

2004-ben:

= az orszag munkaképes lakossaganak szama 3 ezrelékkel nétt 2003-hoz képest,

= a munkanélkiiliek aranya a munkaképes lakossagban valtozatlan maradt,

= a szolgaltatasban dolgozok szdma a 2003-ban ott dolgozok szamanak 2%-4val megnétt.

a) Szamitsa ki a tablazat hianyz6 adatait (ezer fore kerekitve)!

b) Abrazolja kérdiagramon a foglalkoztatottak agazatok szerinti megoszlasat 2003-ban!

c¢) Hany széazalékkal valtozott a mezdgazdasagban dolgozok szama 2004-re a 2003-as allapothoz
képest? Nott vagy csokkent?

16. Egy dnkormanyzatnal 220 dolgoz6 brutté bére augusztus honapban a kovetkezd tdblazat szerint
alakult:

Bér (ezer forintban) | 68 108 | 154 184 | 225
Dolgozok szama 25 65 70 44 16

a) Abrazolja a 220 dolgozo bérének eloszlasat oszlopdiagramon!

b) Mennyi az augusztusi bruttd bérek atlaga és szorasa?

c) Mennyi az augusztusi nettod bérek atlaga? (A bruttd bér a nettd bér 165%-a.)

d) Szeptemberben minden dolgozd bruttdé bére 2500 Ft-tal nd. Hogyan valtozik a bruttd bérek
szorasa?

17. Egy nemzetkdzi matematikai felmérésben egy magyarorszagi kozépiskola 9-12. évfolyamabol
100 diak vett részt. Minden didk ugyanazt a feladatlapot kapta, és a feladatlapon talalhat6 feladatok
teljes megoldasaval maximalisan 150 pontot érhetett el. Az dsszes didk altal elért pontszdmok atlaga
100 pont volt. Masfélszer annyi 9-10. évfolyamos tanuld irta meg a felmérést, mint 11-12. évfolyamos
tanulo, viszont a 11-12. évfolyamos tanulok atlagpontszdma masfélszer akkora volt, mint a 9-10.
évfolyamos tanuloké. Szamitsa ki a 11-12. évfolyamos tanuldk atlagpontszdmat!



18. Egy kozépiskola 12. osztalydnak egyik csoportjaban minden tanul6 olyan matematika dolgozatot
irt, amelyben 100 pont volt az elérheté maximalis pontszam. A csoport eredményérdl a kovetkezdket
tudjuk: 5 tanulé maximalis pontot kapott a dolgozatara, minden tanulo elért legalabb 60 pontot, és a
dolgozatok pontatlaga 76 pont volt. Minden tanul6 egész pontszammal értékelt dolgozatot irt.

a) Legalabb hanyan lehettek a csoportban?

b) Legfeljebb hany didk dolgozata lehetett 60 pontos, ha a csoport 1étszama 14?

19. Egy gimnazium egyik érettségizd osztdlyaba 30 tanuld jar, koziilik 16 lany. A lanyok
testmagassaga centiméterben mérve az osztalyozonapld sorrendje szerint:

166, 175, 156, 161, 159, 171, 167, 169, 160, 159, 168, 161, 165, 158, 170, 159.

Szamitsa ki a lanyok testmagassaganak atlagat! Mekkora az osztaly tanuldinak centiméterben mért
atlagmagassaga egy tizedesjegyre kerekitve, ha a fitk atlagmagassaga 172,5 cm?

20. Egy konyvkiadé minden negyedévben Osszesiti, hogy harom iizletében melyik szépirodalmi
kiadvanyabol fogyott a legtobb. A legutobbi Gsszesitéskor mindharom iizletben ugyanaz a harom
szerzdvolt a legnépszeriibb: Arany Janos, Marai Sandor és Jozsef Attila. A kovetkezo kordiagramok
szemléltetik, hogy az lizletekben milyen ardnyban adtdk el ezeknek a szerzOknek a miiveit. A
kordiagramok az elsd tlizletbdl 408, a masodikbol 432, a harmadikbol 216 eladott konyv eloszlasait
szemléltetik.
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1. fizlet 2, nzlet

a) A kordiagramok adatai alapjan
toltse ki a kovetkezo tablazatot! 1. iizlet 2. iizlet 3. iizlet Osszesitett forgalom
Melyik szerzé miiveibdl adtik el a Arany Jinos
vizsgalt idészakban a legtobb —

. Marai Sandor
konyvet?
b) Készitsen olyan oszlopdiagramot a Jozsef Atila
tablazat alapjan, amely a vizsgalt Osszesen 408 432 216

1d6szakban a szerzok szerinti
Osszesitett forgalmat szemlélteti.

21. Az ENSZ 1996-ban
megjelent tablazatanak egy
részlete a nyolc legnagyobb
népességszamu orszag

1988 és 2050 kozott? (Valaszat millio f6ben, két tizedesjegyre
kerekitve adja meg.)

népességi adatait tartalmazza

1988.b ! 1988 2050 (elorejelzés)
-ban, €8 ¢gy Népessé Népessé
népesedésdinamikai modell Sorrend Ovszig [miFl]liﬁ 1‘1’?} Orszig (miTlif. fi?}
eldrejelzése alapjan 2050-ben. 1 Kina 1255 India 1533
A tablazat mindkét 2 India 976 Kina 1517
oszlopéban Szerep](')' OI‘SZégOk 3 Egyesiilt Allamok | 274 Pakisztan 357
népességi adataira 4 Indonézia 207 Egvesiilt Allamok | 348
vonatkozoan mennyivel 5 | Brazilia 165 Nigéria 339
valtozik az étlagos 6 Oroszorszag 148 Indonézia 318
lakosségszém és a median 7 Pakisztan 147 Brazilia 243

8 Japin 126 Banglades 218

(Warld Population Prospects: The 1996 Revision)



22. Egy biztositd tarsasag 3 éven keresztiil vizsgalt évente 4000, a tdrsasagnal biztositott autos kar-
eseményeit. E vizsgalat eredményét szemlélteti a kovetkezd tablazat.

kiresemény| () 1| 2 34 5| =5

vezetik szama (3697232 | 52| 5 3 1 o 1992
kiresemény| () 1| 2 34 5| =5

vezetik szama [2580] 226 77 | 11 o 1] 0 1993
kiaresemény| () 1| 2 304 5 | =5

vezetik szama 2604 230 29| 2 4 2 0 1994

a) Melyik évben volt az egy fore jutd karesemény a legnagyobb? b) Szamitsa ki az 1 fore juto
karesemények szorasat az 1992-es évben!c) A biztositd nyereségének novekedése 6t éven keresztiil
a kovetkez6 volt: 1. év: 20%, 2. év: 12%, 3. év: 18%, 4. év: 24%, 5. év: 16%. Szamitsa ki erre az 5
évre vonatkozdan az atlagos éves nyereségnovekedést!

23. Egy biologia fakultacids csoport tagjai olyan tesztet irtak, ahol a maximalis elérhetd pontszam
60 pont volt. 4-en értek el maximalis pontot, senki nem kapott 40 pontnal kevesebbet. A teszt-
dolgozatok atlaga 49,25 pont volt. a) Legaldbb hany tagja lehet a csoportnak? b) Ha a csoport
l1étszama 12 £6, akkor legfeljebb hanyan irhattak 40 pontos dolgozatot? c) A 12 {f&s csoportban 4-en
irtak 40 pontos dolgozatot, 1 {6 50 pontos, 1 f6 pedig 54 pontos dolgozatot irt. Hanyféleképpen
alakulhatott a még hidnyzo két f6 dolgozata?

24. Egy 50 adatbol allo adatsokasag minden adata eleme a {0; 1; 2} halmaznak. a) Legfeljebb hany
2-es lehet az adatsokasagban, ha az adatok atlaga 0,327 b) Lehet-e az 50 adat medianja 0, ha az 4tlaguk
1,04? ¢) Lehet-e az 50 adat egyetlen modusza az 1, ha az atlaguk 0,627

25. Egy hételemd, pozitiv egész szamokbol allo adatsokasag hat eleme: 10; 2; 5; 2; 4; 2. A hetedik
adatot nem ismerjiik. Tudjuk viszont, hogy a hét adat 4tlaga, modusza és medianja (nem feltétleniil
ebben a sorrendben) egy szigoruian monoton névekvd szamtani sorozat harom egymast koveto tagja.
Hatarozza meg a hetedik adat lehetséges értékeit!

26. Egy kisvarosban hét nagyobb lizlet talalhatd. A tavalyi évben elért, millid forintra kerekitett
arbevételeikrdl tudjuk, hogy az atlaguk 120 milli6 Ft, és ez megegyezik a medianjukkal. A hét adat
egyetlen modusza 100 millio Ft. Két lizletben éppen atlagos, azaz 120 millié forintos a kerekitett
bevétel, a legnagyobb bevétel pedig 160 milli6 forint volt. Szamitsa ki a kerekitett bevételek szorasat!

27. Egy adatsokasag hét pozitiv egész szambol all. Az adatsokasagnak két modusza van, a 71 és a 75.
Az adatsokasdg medianja 72, az atlaga 73, a terjedelme pedig 7. Hatarozza meg a hét szamot!

28. Tomi edzdje mindegyik focimeccs utdn az 1-10-es skalan értekeli (egy-egy egész szdmmal) a
jatékosok teljesitményét.

Az idei els6 hét mérkdzésen Tomi a kovetkezo értékeléseket kapta: 6, 8, 6, 2, 8, 8, 6.

a) Szamitsa ki az els6 hét értékelés atlagat és szordsat!

Tomi kovetkezd harom mérkdzése utan kideriilt, hogy az addigi tiz értékelésnek az atlaga 6,3, a
terjedelme 8, és egyetlen van.

b) Hatarozza meg, hogy hanyas értékeléseket kapott Tomi ezen a harom mérkdzésen!

A 11. mérkdzésre kapott értékelés utdn Tomi atlaga a kapott értékelés tizedével csokkent az el6z0 tiz
mérkdzésének 6,3-es atlagahoz képest.

c) Hanyas értékelést kapott Tomi a 11. mérkdzésen?

29. Bence tiz matematikajegyének atlaga és medianja is 4, egyetlen modusza 5. (A jegyek egész
szamok, 1-t6l 5-ig.) Hatarozza meg Bence matematikajegyeit!



I1I.

30. Egy felmérés soran megkérdeztek 640 csaladot a

fiik szdma

csaladban ¢16 gyermekek szamarol, illetve azok ol a2z els
nemérdl. A felmérés eredményét a kdvetkezo tablazat 0160|103 61| 8 | 5|0
mutatja: (Tehat pl. a gyermektelen csaladoknak a IR
szdma 160, és 15 olyan csalad volt a megkérdezettek £ olsalis| 22122
kozott, amelyben 1 fia és 2 lany van.) IR
a) Hany fiigyermek van 6sszesen a megkérdezett -1l P B e B
csaladokban? T o ool

b) A felmérésben szerepld legalabb kétgyermekes
csaladokban mennyi a leggyakoribb leanyszam?

c) A csaladsegitd szolgalat a tablazatot a kiilon tdmogatasban részesiilé csaladokban
megkérdezett csalddok  kozil a 1évé gyermekek szamarol!

legalabb nég}{ gyermeket neveldket eyermekszim ezy csalidbm | 4 | 5 | 6 | 7 | 8] 9 | 10
kiilon tAmogatja. A kdvetkezo tablazat p—
kitoltésével készitsen  gyakorisagi = a2

31. Osszesen 30-an irtdk meg a dolgozatot. A dolgozatokat a tanar 1-t8l 5-ig terjedd egész
osztalyzatokkal értékelte. Az osztalyzatok atlaga 3,4, medianja 3,5, egyetlen mdédusza 4 volt. Amikor
a tanar kiosztotta a dolgozatokat, a dolgozatirok koziil hatan hianyoztak. A 24 kiosztott dolgozat
kozott 7 db 6tds, 5 db négyes, 6 db harmas, 4 db kettes és 2 db egyes volt. Hanyas lehetett a hat
hianyz¢ tanul6 dolgozata?

32. Ugyanezen a versenyen Gyuri utolsé tiz 1ovése kozott nem volt 0 pontos. A tiz 16vés
pontszamanak terjedelme, medianja €s atlaga is 3, egyetlen modusza pedig a 2 volt. Hatdrozza meg
monoton novekvd sorrendben Gyuri utolso tiz 16vésének pontértékét! (Megoldasa soran indokolja,
hogy a tiz 16vés pontértéke — sorrendjiiktdl eltekintve — egyértelmil.)

Atlagszamitas
I.

33. A MAV koltségvetésének Osszeallitisahoz gyakran készit statisztikat arrol, hogy az egyes
vonalakon utazo6 utasok kozott hogyan oszlanak meg a kedvezmények, a menetjegy arak. Az egyik
Budapestrdl Szegedre kozlekedd vonaton, ahol csak II. osztalyu kocsik voltak, dsszesen 400 utas
utazott Budapesttdl Szegedig (tehat az induld allomastol a végallomésig). Erre a tavolsagra nézve a
teljes aru II. osztalyt menetjegy kozelitdleg 2 000 Ft. (Az egyszeriiség kedvéért ezzel az arral ) A
jegyellendrok minden utas esetében feljegyezték, hogy milyen jeggyel, milyen kedvezménnyel
utazott. Az adatokat a kdvetkezo tablazat foglalja 6ssze. (x %-os mérséklésii a menetjegy, ha a teljes
ar x %-kal csokkentett értékét kell fizetni érte.) Toltse ki a tablazatot, és hatarozza meg, hogy az
atlagos jegyar hany szézalékos mérséklésii jegyarnak felel meg!

Menetjegy Teljes 20%%-ox 33%-0% 50%-05 67.5%-os T3%-ox S0%e-0s 95%-05 Tnay
jellege irit meérséklést | mérsékléstt | mérséllésh | mérséklésh | mérséklésh | mérséklési | mérséklési | TTEorueT
Urasok ; - - A -

ad 18 44 110 11 32 31 29 38

sZHmA

Tényleges
jegyar (Fr)




34. A megtoltott konzervdobozokat tizenkettesével csomagoltak kartondobozokba. Egy ellenérzés
alkalmaval 10 ilyen kartondoboz tartalmat megvizsgaltdk. Minden kartondoboz esetén feljegyezték,
hogy a benne talalhatd 12 konzerv kozott hany olyat talaltak, amelyben a toltésuly nem érte el az
eloirt minimalis értéket. Az ellenérdk a 10 kartondobozban rendre 0, 1, 0, 0, 2, 0, 0,1, 3, 0 ilyen
konzervet talaltak, s ezeket a konzerveket selejtesnek mindsitették. Hatarozza meg a kartondobozon-
kénti selejtes konzervek szamanak atlagat és az atlagtol mért atlagos abszolut eltérését!

II.
35. A piacon egy pénteki napon 6sszesen 720 kg szilvat adtak x”ﬁ““ﬂ\\
el. Ez a mennyiség a kdvetkez6é kordiagram szerint oszlik meg / A 'w
az A, B, C és D fajtdk kozott. Atlagosan mennyit fizettek a [ o \
vevok egy kilogrammért az adott napon, ha az egyes fajtak ara: u .?TJ =
A — 120 Ft/kg, B — 200 Ft/kg, C — 230 Ft/kg, D — 260 Ft/kg. e \(\ x’!
\\M_ et

36. Egy iskola tanuldinak tanév végi 1étszama az egyik tanévben 400-nal tobb volt, de nem érte el a
430-at. A tanév végén kiszamitottak, hogy a fitk tanulmanyi eredményének atlaga 4,01, a lanyoké
4,21, mig az iskola 0sszes tanuloja¢ 4,12. (Ezen harom atlag mindegyike pontos érték.) Hanyan jartak
az iskoldba az adott tanév végén?

37. Egy matematikatanar akkor mondja, hogy rosszul allitotta 6ssze a dolgozatot, ha a jegyek atlaga
e és m kozott van. Egy 35 f6s osztalybol a legjobb gyerek munkajat még nem nézte meg, és ekkor az
atlag kerekitett értéke 2,68 volt. Hogyan sikeriilhetett a legjobb tanuld dolgozata, ha a tanar elmond-
hatta, hogy rosszul allitotta 0ssze a dolgozatot?

38. Az 6szi idény kezdete el6tt egy honappal a MAFKK csapatahoz csatlakozott egy 195 cm magas
Jatékos, igy a csapattagok magassadganak atlaga a korabbi atlagnal 0,5 cm-rel nagyobb lett. Par nap
mulva egy 202 cm magas jatékos is a csapat tagja lett, emiatt a csapattagok magassaganak atlaga
ujabb 1 cm-rel ndtt. Hany tagja volt a MAFKK-nak, és mekkora volt a jatékosok magassaganak atlaga
a két 1) jatékos csatlakozasa elott?

39. Noémi elsd egyetemi vizsgdja harom részbdl all: egy projektmunkabdl, egy irasbeli dolgozatbol,
valamint egy szobeli feleletbol. Mindhdrom rész eredményét szazalékban adjak meg. A vizsga vége-
redményét egyetlen szdmmal jellemzik ugy, hogy kiszamoljak a hadrom rész szédzalékban megadott
eredményének sulyozott szdmtani kozepét: a projektmunka eredményét 2-es sullyal, az irasbeli
dolgozat eredményét 5-0s sullyal, a szobeli felelet eredményét 3-as stllyal veszik figyelembe. Noémi
projektmunkdja 73%-os, irasbeli vizsgaja 64%-os lett.

a) Hany széazalékra kell teljesitenie a szobeli vizsgajat, hogy vizsgdjanak végeredménye legalabb
70%-o0s legyen?

Az els évfolyam adatainak 6sszesitésekor kidertilt, hogy a 75 lany vizsgaeredményeinek atlaga 70%,
a fitk vizsgaeredményeinek atlaga 62% lett. A kollégiumban laké 40 hallgat6 vizsgaeredményeinek
atlaga 71%, a nem kollégistaké pedig 65% lett.

b) Hanyan vizsgaztak dsszesen az elsd évfolyamrol?

40. Egy kozépiskolaban a tizedikesek évfolyamdolgozatot irtak matematikabol. A dolgozatban maxi-
malisan 100 pontot lehetett elérni. Az évfolyamra jard 80 tanul6 koziil a dolgozat megirasakor néha-
nyan hidnyoztak. A dolgozatokban elért pontszamok atlagat el@szor Ggy szamitottak ki, hogy a
hianyzo6 tanuldk eredményét 0 pontosként vették figyelembe. Rovid idon beliil észrevették, hogy ez
a szamitasi mod hibas. A hibat kijavitottak, igy a hianyzok figyelembevétele nélkiil kapott atlag 4,2



ponttal magasabbnak adédott, mint az elsé (hibas) szamitds utani atlag. Egy héttel késébb az elso
megiras alkalmaval hidnyz6 tanuldk potoltdk a dolgozatot; az 6 atlageredményiik 64 pont lett (a
potdolgozatban is maximalisan 100 pontot lehetett elérni). A teljes tizedik évfolyam matematika-
évfolyam-dolgozatainak atlageredménye igy 67 pontos lett.

a) Hany tanul6 hidnyzott a dolgozat elsé megirasakor? Hany pont azoknak a tanuldknak a helyesen
szamolt atlageredménye, akik az els6 alkalommal megirtak a dolgozatot?

I11.

41. Egy cég harom varosban nyitott fiokot. A kdszegi fiokban dolgozok atlagéletkora 37 €v, a tatai
fiokban dolgozoké 23 ¢év, a fliredi fiokban dolgozoké pedig 41 év. Harom alkalommal szerveztek
tanulmanyutat a cégnél. Ezeken az utakon csak a cégnél dolgozok vettek részt, és mindenki elment
azokra a tanulmanyi utakra, amelyekre beosztottdk. Az egyes utakra a két-két kijel6lt fiok minden
munkatarsat beosztottak. Az els6 utat a kOszegi €s a tatai fiok munkatarsainak szervezték. Ezen az
uton a résztvevok atlagéletkora 29 év volt. A masodik Gton — amelyen a kdszegi és a fiiredi fiokban
dolgozok vettek részt — a résztvevok atlagéletkora 39,5 év volt. A harmadik tanulmanytton a tatai és
a firedi fiok munkatarsai vettek részt. Ezen az iiton a résztvevok atlagéletkora 33 év volt. Mennyi az
atlagéletkora a cég Osszes dolgozojanak?

XXIII. Valosziniiségszamitas (B)

134-145. e e

Binomialis eloszlas
1.

1. A poharakat eldallito gyarban két gépsoron késziilnek a poharak, amelyek kiilsére mind egyformak.
Az elsd gépsoron gyartott poharak 10%-a selejtes. Szdmitsa ki annak a valoszinliségét, hogy az elsd
gépsoron gyartott poharak koziil 15-6t véletlenszerlien, visszatevéssel kivalasztva kozottiik pontosan
kettd lesz selejtes!

2. Egy lizemben négyzet alapt, egyenes hasab alakq, feliil nyitott siitdedények gyartasat tervezik. Az
edények kiilso feliiletét tizallo zomancfestékkel vonjak be. Mindségellendrzési statisztikak alapjan
ismert: 0,02 annak a valoszinlisége, hogy egy véletlenszerlien kivalasztott edény selejtes. Egy
aruhazlancnak szallitott 50 darabos tételben mekkora valdsziniiséggel lesz pontosan 2 darab selejtes?

3. Egy dobozban 17 darab egyforma sugart goly6 van. A golyok koziil 8 darab sarga és 9 darab zold.
Ha ugy huzunk ki a dobozbdl 5 golydt, hogy a kivett goly6t minden egyes hlizas utan visszatessziik,
akkor mennyi annak a valdsziniisége, hogy 3 alkalommal sarga golyot, 2 alkalommal pedig z6ld
golyot hlizunk? Valaszat harom tizedesjegyre kerekitve adja meg!

4. Egy dobozban 40 iiveggyongy kozott 8 selejtes van. Egy kisérlet abbol all, hogy a 40 gyongy koziil
visszatevés nélkiili mintavétellel, véletlenszeriien kivalasztanak 10-et, €s megszamoljak, hogy hany
selejtes van kozottliik. Egy masik kisérletben ugyanebbdl a 40 gyongybdl visszatevéses mintavétellel
valasztunk ki 10 gyongyot. Ekkor mennyi annak a valosziniisége, hogy a mintaban pontosan 2 selejtes
gyongy lesz?



5. Egy dobozban 6 fehér és 4 piros golyd van. A 10 goly6 koziil véletlenszertien kivalasztanak 5
golyot. Egy tanul6 ezt allitja: ,,Annak a valdsziniisége, hogy az 5 kihuzott goly6 kozott 2 fehér lesz,
megegyezik annak a valoszinliségével, hogy 4 fehér lesz kozottiik.” A valoszinliségek kiszamitasaval
mutassa meg, hogy ha az 5 golydt visszatevéssel huzzak ki, akkor a tanul¢ kijelentése nem igaz!

6. A Finom csokoladé csomagoldsan az &ll, hogy a tomege 100 g. A gyartd cég a sajat
megbizhatosagat igy reklamozza: 99,9% annak a valosziniisége, hogy egy csokoladészelet tomege
legalabb 100 gramm. Ha a reklam allitasa igaz, akkor legalabb hany szelet Finom csokoladét kell
(véletlenszertien) vésarolnunk ahhoz, hogy legalabb 0,05 valoszinliséggel legyen kozottiik 100
grammnal kisebb tomegii is? (Szamitdsaiban a vasarlast modellezze visszatevéses mintavétellel!)

7. Az egyetem tobb ezer hallgatdjanak 60%-a fia, 40%-a lany. (Ezt tekinthetjiik ugy, hogy 0,6 annak
a valoszintlisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott hallgato fia, és 0,4 annak a valdszintisége, hogy
lany.)

b) Ha az egyetem biiféjében egy asztalhoz véletlenszeriien iil le négy hallgat6, akkor mennyi annak a
valoészintisége, hogy tobb fiu van kozottiik, mint lany?

Ha harom lanyhallgatd taldlkozik véletlenszerien, akkor 0,008 annak a valosziniisége, hogy
mindegyikiik rendszeresen sportol.

¢) A lanyok hanyadrésze sportol rendszeresen?

II.

8. Egy urnaban 5 azonos méretli goly6 van, 2 piros és 3 fehér. Egyesével, és mindegyik golyot azonos
eséllyel huzzuk ki az urnabdl a bent levok koziil. Az eredeti golydkat tartalmazo urnabol hatszor
hazunk gy, hogy a kihuzott golydt minden huzas utan visszatessziik. Mennyi annak a valdsziniisége,
hogy a hat huzéasbol legfeljebb kétszer huzunk piros golyot? (A valoszintiséget harom tizedesjegyre
kerekitett értekkel adja meg!)

9. Az ulti nevill kartyajatékot magyar kartyaval jatsszak, melyben 4 szin (piros, tok, makk, zold) és
minden szinben 8 lap (VII, VIII, IX, X, also, felsd, kiraly, asz), 6sszesen tehat 32 lap van. Dénes,
Elemér és Fanni ultiznak: egy osztasnal mindharom jatékos (véletlenszerii elosztassal) 10-10 lapot
kap, a maradék 2 lap pedig az uigynevezett talonba keriil. Szamitsa ki annak a valoszinliségét, hogy
egy osztasnal Elemérhez keriil valamelyik szinb6dl mind a 8 lap!

10. Csenge sokszor vasarol tojasokat a sarki tizletben. Megfigyelése szerint a tojasok koziil atlagosan
minden 6tvenedik torott. (Ezt tigy tekintjiik, hogy a tojasok mindegyike 0,02 valdsziniiséggel torott.)
Mekkora annak a valdsziniisége, hogy egy 10 tojast tartalmaz6 dobozban egynél tobb torodtt tojast
talal Csenge?

11. Dani sportlovészedzésre jar, ahol koronglovészetet tanul. Az elsd félév végén kideriilt, hogy még
elég bizonytalanul céloz: htisz 16vésbdl atlagosan 6tszor taldlja el a repiilé agyagkorongot. (Tekintstiik

ezt gy, hogy minden 16vésnél % az esélye annak, hogy Dani talalatot ér el.) Mekkora annak az esélye

az elsd félév végén, hogy nyolc egymas utan leadott 16vésbdl legalabb haromszor célba talal?
Vilaszat harom tizedesjegyre kerekitve adja meg!

12. Egy kislizemi meggymagozé6-adagold gép 0,01 valoszinliséggel nem tavolitja el a magot a
meggybdl, mieldtt a meggyszemet az livegbe teszi. A magozdgépen athaladt szemek koziil 120-120
darab keriil egy-egy livegbe. Szamitsa ki annak a valdszinliségét, hogy egy kivalasztott livegben
legalabb 2 darab magozatlan szem van!

13. A Téglacska csokiszelet gyartdja akcidt indit: ha a szerencsés vasarld a csokiszelet
csomagoléasanak belsd oldalan a ,,Nyert” feliratot talalja, akkor ezzel egy 0jabb szelet csokit nyert. A



gyartd ugy rekldamozza a termékét, hogy ,,minden 6todik csoki nyer”. (Ez gy tekinthetd, hogy
minden egyes csoki 0,2 valdszinliséggel nyer.)

a) Juli ot szelet csokoladét vasarol. Mennyi annak a valoszinlisége, hogy az 6t szelet csoki kozott
legalabb egy nyerd csoki lesz?

Pali is 0t szelet csokoladét vasarolt, és végiil hét szelet csokival tért haza a boltbdl, mert nyert még
kettot.

b) Vizsgalja meg, hogy a kovetkezd két esemény koziil melyiknek nagyobb a valdszintisége!

I. Ha valaki megvasarol 6t szelet csokit, akkor azok kozott két nyerd csoki lesz, de a két
nyereménycsoki egyike sem nyer.

I1. Ha valaki megvasarol 6t szelet csokit, akkor azok kozott egy nyerd csoki lesz, a nyereménycsoki
nyer egy hetedik szelet csokit, de az mar nem nyer.

14. Egy matematika-vizsgafeladatban harom allitas logikai értékét kell meghatarozni (igaz vagy
hamis). Harom helyes valasz esetén 2, két helyes valasz esetén 1, ketténél kevesebb helyes valasz
esetén 0 pontot kap a vizsgazd. Béla tanult egy keveset, de bizonytalan a tudasa: mindegyik kérdésnél
0,6 valoszintiséggel taldlja el a helyes valaszt. Szamitsa ki annak a négy eseménynek a valoszinliségét,
hogy Béla sikeres tippjeinek szama 3, 2, 1, illetve 0, és hatarozza meg Béla pontszamanak varhato
értékét!

15. A kétszemélyes tarsasjatékban minden jatszma csak valamelyik jatékos gydzelmével végzddhet,
dontetlen nincs. Minden jatszmaban 1 pontot kap a gydztes, a vesztes pedig 0 pontot. Anna és Bori
nagyon szereti ezt a tarsasjatékot, sok jatszmat lejatszottak mar. Ha egymads ellen jatszanak, akkor
Anna 0,4 valoszintiséggel, Bori pedig 0,6 valdszinliséggel nyer meg egy jatszmat. Egyik alkalommal
megallapodnak, hogy addig jatszanak 0jabb jatszmakat, amig valamelyikiik el@szor éri el a 10 pontot
(és igy megnyeri a jatékot).

¢) Mennyi annak a valészinlisége, hogy Bori legfeljebb 12 jatszma utan megnyeri a jatékot? (Kezdés-
kor mindkettdjiiknek O pontja van.)

I11.

6. Egy gyartésoron 8 darab gép dolgozik. A gépek mindegyike, egymastol fiiggetleniil 0,05 valo-
szinliséggel tulmelegszik a reggeli bekapcsolaskor. Ha a munkanap kezdetén 3 vagy tobb gép tal-
melegszik, akkor az egész gyartosor ledll. A 8 gép reggeli beinditasakor bekovetkezd tulmelegedések
szdmat a binomialis eloszlassal modellezziik.

a) Adja meg az eloszlas két paraméterét! Szamitsa ki az eloszlas varhato értékét!

b) Mennyi annak a valoszinlisége, hogy a reggeli munkakezdéskor egyik gép sem melegszik tal?

¢) Igazolja a modell alapjan, hogy (négy tizedes jegyre kerekitve) 0,0058 annak a valoszinlisége, hogy
a gépek tilmelegedése miatt a gyartdsoron ledll a termelés a munkanap kezdetekor!

17. Egy ujfajta, enyhe lefolyasu fert6zd betegségben a nagyvarosok lakossdganak 5%-a betegszik
meg. A betegek 45%-a rendszeres dohanyos, a betegségben nem szenveddknek pedig csak 20%-a
dohanyzik rendszeresen. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy egy nagyvaros szdz véletlenszeriien
kivalasztott lakosa kozott legalabb két olyan ember van, aki az jfajta betegséget megkapta? (Valaszat
két tizedes jegyre kerekitve adja meg!)



Hipergeometriai eloszlas
L.

18. Egy nemzetk6zi matematikai felmérésben egy magyarorszagi kozépiskola 9-12. évfolyamabol
100 diak vett részt. Minden didk ugyanazt a feladatlapot kapta, és a feladatlapon talalhat6 feladatok
teljes megoldasaval maximalisan 150 pontot érhetett el. A felmérést végzo kutatointézet kivancsi volt
a tanulok véleményére a feladatok nehézségét illetden. A 100 tanuldbodl véletlenszerlien valasztottak
ki harmat, akiknek egy kérdo6iv kérdéseire kellett valaszolniuk. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy
a 9-10. évfolyamrdl 2 tanulét, a 11-12. évfolyamrol 1 tanul6t valasztottak ki?

19. Kata kapott a sziiletésnapjara Danit6l 20 darab halat: 5 nagy pirosat €s 15 kis csikosat egy gomb-
akvariumba. A két gyerek novényeket helyezett el Kata akvariumaba, és ehhez egy befottesiivegbe
kis idore atraktak 8 darab halat. A halak ,kihal4dszasa” talalomra tortént. Mennyi annak a valdszinti-
sége, hogy a 8 atrakott hal kozott éppen 3 darab nagy piros hal volt?

20. Visszatevés nélkiil kihuzunk a dobozbdl 3 golydt. Mennyi annak a valosziniisége, hogy a kihuzott
3 goly6 egyszinli? Valaszat harom tizedesjegyre kerekitve adja meg!

21. Szétgurult 20 darab tojas az asztalon. Koziiliik 16 tojas ép maradt, de 4 tojasnak alig észrevehetden
megrepedt a héja. Bori ezt nem vette észre, igy visszarakosgatja a tojasokat a két tojastartoba. E16szor
a sarga tartoba tesz tizet, majd a fehérbe a tobbit. Mekkora annak a valdszinlisége, hogy mind a 4
hibés tojds ugyanabba a tartoba kertiil?

22. Egy dobozban 40 liveggyongy kozott 8 selejtes van. Egy kisérlet abbdl all, hogy a 40 gyongy
koziil visszatevés nélkiili mintavétellel, véletlenszertien kivalasztanak 10-et, és megszamoljak, hogy
hany selejtes van kozottiik.

Egy tanulocsoport tagjai dsszesen 500 alkalommal végezték el a fent leirt kisérletet. A kisérletek
befejezése utan Osszesitették a tapasztaltakat: a 10 elemii mintdkban el6fordulo selejtes gyongyok
szamanak relativ gyakorisagat oszlopdiagramon abrazoltak.

0,40 -

0,35 - 0,332 Szamitsa ki annak a
030 valoszinliségét, hogy a
5 oo kisérletet egyszer
= 0.4 ’ elvégezve a mintaban
o .
g 020 - pontosan 2 selejtes lesz!
o Allapitsa meg, hogy az
£ 0,15 - .
3 eseménynek az 500
0,10 4 0,082 e kisérletbdl kapott relativ
0,05 0.024 gyakorisaga hany
v o 0 szézaléka a kiszadmitott
0,00 - . ' ' . . ' : . | e s
0 1 2 3 4 5 6 7 8 valdszinliségnek!

selejtes gyongyok szama a mintaban

23. Egy dobozban 6 fehér és 4 piros golyd van. A 10 golyod koziil véletlenszerlien kivalasztanak 5
golyot. Egy tanul6 ezt allitja: ,,Annak a valdszintisége, hogy az 5 kihuzott goly6 kézott 2 fehér lesz,
megegyezik annak a valdszinliségével, hogy 4 fehér lesz kozottiik.” Mutassa meg, hogy ha a golydkat
visszatevés nélkiil huzzak ki, akkor a tanul6 kijelentése igaz!



II.

24. Egy rendezvényre késziilodve 50 poharat tesznek ki egy asztalra. A poharak kozétt 5 olyan van,
amelyik hibas, mert csorba a széle. Az egyik felszolgal6 az asztalrdl elvesz 10 poharat, és ezekbe
iditoitalt tolt. Szamitsa ki annak a valoszinliségét, hogy legfeljebb 1 csorba széli lesz a 10 pohar
kozott!

25. Két kozvélemény-kutatd cég mérte fel a felndttek dohanyzasi szokésait. Az egyik cég a
véletlenszertien valasztott 800 f6s mintaban 255 rendszeres dohanyost talalt, a masik egy hasonloan
véletlenszertien valasztott 2000 f6s mintaban 680-at. a) Adja meg mindkét mintdban a dohanyosok
relativ gyakorisagat! b) Szamitsa ki annak a valdszintiségét, hogy ha a fenti 2000 f6s mintabol vélet-
lenszertien kivalasztunk 3 f6t, akkor éppen 1 dohanyos van kozottiik?

26. A 12. a osztaly 6t belépojegyet kapott a vizilabda bajnoksag dontdjére. Az osztaly mind a harminc
tanuldja szivesen menne, bar koziiliik 12 tanuldnak akkor kiilonoéréja lenne. A valasztast a véletlenre
bizzék: felirjdk a 30 nevet egy-egy cédulara, és 6tot kihtiznak koziilik. Mennyi a valdszintisége
annak, hogy a kisorsolt tanulok koziil pontosan 2 olyan lesz, akinek kiilonorédja lenne? Az eredményt
tizedestort alakban adja meg!

27. Marci a farsangi rendezvényre kibocsatott 200 darab tombolajegybdl 4-et vasarolt. A tombolan
10 nyereménytargyat sorsolnak ki. Minden tombolajeggyel legfeljebb egy targyat lehet nyerni.

b1l) Mennyi annak a valészintisége, hogy Marci pontosan egy targyat nyer a tombolan?

b2) Mennyi annak a valoszinlisége, hogy Marci nyer a tombolan? Az eredményeket — a kozbiilsoket
is — négy tizedesjegyre kerekitve szamolja ki!

28. Az ulti nevii kartyajatékot magyar kartyaval jatsszak, melyben 4 szin (piros, tok, makk, zold) és
minden szinben 8 lap (VII, VIIL, IX, X, also, felsd, kirdly, &sz), 6sszesen tehat 32 lap van. Dénes,
Elemér és Fanni ultiznak: egy osztasnal mindharom jatékos (véletlenszerli elosztassal) 10-10 lapot
kap, a maradék 2 lap pedig az ugynevezett talonba keriil. Szamitsa ki annak a valdszinliségét, hogy
egy osztasnal a talonba keriil6 két lap kiilonb6z6 szinii!

Geometriai valosziniiség
II.

31. Egy derékszogli haromszog oldalainak hossza 8 cm, 15 cm és 17 cm. A haromszdglemez egy
pontjat véletlenszerien kivalasztjuk. Mennyi annak a valosziniisége, hogy ez a pont mindegyik
csucstol legalabb 3 cm tavolsagra lesz?

I11.

30. Adott a K(t) = t2 + 6t + 5 polinom. Jeldlje H a koordinatasik azon P(x; y) pontjainak halmazat,
amelyekre K(x)+K(y)<0. A H halmaz pontjai koziil véletlenszerlien kivalasztunk egyet. Mennyi
annak a valoszintisége, hogy a kivalasztott pont az C(-3; —3) ponttol 2 egységnél nem nagyobb
tavolsagra van?

31. Adott a sikbeli derékszdgiikoordinata-rendszerben az x2 + y? + 6x + 4y — 3 = Oegyenletii kor.
Ebbe a korbe szabalyos haromszoget irunk, amelynek egyik csucsa A(1; —2). Véletlenszeriien
kivalasztjuk az adott kor egy belsd pontjat. Mekkora a valoszinlisége annak, hogy a kivalasztott pont
a tekintett szabalyos hdromszdgnek is belso pontja? Valaszat két tizedes jegyre kerekitve adja meg!



32. Az ABCD négyzet csticsai: A(0,0), B(g,O), C(g,g), D(o,g) Véletlenszeriien kivalasztjuk a
négyzet egy belsépontjat. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy a kivalasztott pont a koordinataten-

gelyek és az f: [0, g] - R, f(x) = cosx fliggvény grafikonja altal hatarolt tartomany egyikpontja?

33. A derékszoglikoordinata-rendszerben adott egy téglalap, amelynek cstucsai: A(0;0), B(4;0),
C(4;1)¢ésD(0; 1). Véletlenszertien kivalasztjuk a téglalap egy belsé P(x ; y) pontjat. Mennyi annak
a valosziniisége, hogyy < éx + ; ?

Feltételes valosziniiség
IL.

34. A 12. a osztaly 6t belépdjegyet kapott a vizilabda bajnoksag dontdjére. Az osztaly mind a harminc
tanuldja szivesen menne, bar koziiliik 12 tanuldnak akkor kiilondraja lenne. A vélasztast a véletlenre
bizzék: felirjak a 30 nevet egy-egy céduléra, és 6tot kihtiznak koziilik. Tudjuk, hogy a kivélasztott 6t
tanulo kozott biztosan van olyan, akinek van kiilonoraja. Mennyi ekkor a valdszinlisége annak, hogy
pontosan két kisorsolt tanulonak van kiilonoraja?

35. A poharakat el6allitd gyarban két gépsoron késziilnek a poharak, amelyek kiilsre mind egyfor-
mak. Az elsé gépsoron gyartott poharak 10%-a selejtes. A masodik gépsoron késziilt poharak 4%-a
selejtes. Az Gsszes pohar 60%-at az els6 gépsoron, 40%-at a masodik gépsoron gyartjak, az elkésziilt
poharakat dsszekeverik. Az elkésziilt poharak koziil véletlenszeriien kivalasztunk egyet és azt tapasz-
taljuk, hogy az selejtes. Mekkora annak a valdszinlisége, hogy ez a pohar az els6 gépsoron késziilt?

36. Az ulti nevii kartyajatékot magyar kartyaval jatsszak, melyben 4 szin (piros, tok, makk, zold) és
minden szinben 8 lap (VII, VIIL, IX, X, als6, felsd, kirdly, 4sz), 6sszesen tehat 32 lap van. Dénes,
Elemér és Fanni ultiznak: egy osztasnal mindharom jatékos (véletlenszerli elosztassal) 10-10 lapot
kap, a maradék 2 lap pedig az tigynevezett talonba keriil. Ha tudjuk, hogy az osztaskor Fanni kapott
legalabb egy aszt, akkor hatdrozzuk meg annak a (feltételes) valdoszinliségét, hogy mind a négy asz
hozza kertilt!

37. Egy kereskedelmi forgalomban is kaphatod gyorsteszt azt igéri a felhasznaloknak, hogy a teszt
kimutatja a virusfert6zést. A termék leirasaban ez all: ,,A teszt a virussal fert6zott embereknél 99%
valoszinliséggel mutatja ki a fertdzottséget. A virussal nem fert6zott emberek esetében olykor szintén
fertdzottséget jelez a teszt, dm ennek a téves jelzésnek a valdszinlisége minddssze 4%.”

Tudjuk, hogy a véros lakossaganak 0,2%-a fertdzott a jarvanyt okozé virussal. Mutassa meg, hogy
ha egy véletlenszerlien vélasztott varoslakod gyorstesztje fertézottséget mutat, akkor 0,05-nal kisebb
annak a valdsziniisége, hogy a tesztalany valoban virusfert6zott (tehat a gyorsteszt nem a fertézottség
megbizhato kimutatisara alkalmas)!

I11.

38. Egy hiitdgépgyar - a garancialis panaszokkal foglalkozd osztaly beszamoldja szerint - 3%-0s
hibaval dolgozik, azaz 100 hiitdgép koziil 3 hibas. A hiitégépgyar egy ujfajta gyors eljarast dolgozott
ki a gépek tesztelésére. Az eljaras a hibas gépek 98,8%-at kisziiri, de sajnos a hibatlan gépek 1,2%-
at is hibasnak jelzi. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy az eljarassal hibasnak talalt gép valoban
hibas?



Varhato érték
I
39. Egy gyartosoron 8 darab gép dolgozik. A gépek mindegyike, egymastol fiiggetleniil 0,05
valdszinliséggel tilmelegszik a reggeli bekapcsolaskor. Ha a munkanap kezdetén 3 vagy tobb gép

tulmelegszik, akkor az egész gyartosor ledll. A 8 gép reggeli beinditasakor bekovetkezd tulmelege-
dések szamat a binomialis eloszlassal modellezziik. Adja meg az eloszlas két paraméterét! Szamitsa

ki az eloszlas varhato értékét!

II.

40. Egy 1j tipusu sorsjegybdl 5 millié darab késziilt, egy sorsjegy ara 200

Ft. Minden egyes sorsjegyen vagy a ,,Nyert” vagy a ,,Nem nyert” felirat sorsjegy (db) | nyeremény (Ft)
talalhato, és a nyertes sorsjegyen feltiintetik a nyertes szelvény 4 10.000.000
tulajdonosa altal felvehetd Osszeget is. A gyartas sordn a mellékelt 40 50.000
tablazat szerinti eloszlasban késziilt el az 5 millio sorsjegy. 800 10.000

b) Aki a kibocsatds utdn az elsé sorsjegyet megveszi, mekkora 150.000 1.000
valészintiséggel nyer a sorsjegy aranél tobbet? 400.000 500

c) Szamitsa ki, hogy ebben a szerencsejatékban az elsd sorsjegyet ;332?22 300

megvasarld személy nyereségének mennyi a varhato értéke! (A nyereség
varhatd értékének kiszamitdsahoz nemcsak a megnyerhetd Osszeget,
hanem a sorsjegy arat is figyelembe kell venni.)

41. Egy iskola alapitvanyi baljan a kordbban szokasos tombolahuizas helyett egy egyszerti lottohuzast
szerveznek. A szelvényt vasaroloknak az elso tiz pozitiv egész szam koziil kell 6t6t megjeldlniiik.
Huzéaskor 6t szamot sorsolnak ki (az egyszer mar kihizott szdmokat nem teszik vissza). Egy
lottoszelvény 200 Ft-ba kertil. Egy telitalalatos szelvénnyel 5000 Ft értékii, egy négytalalatos szel-
vénnyel 1000 Ft értékil, az alapitvany altal vasarolt konyvutalvanyt lehet nyerni. Négynél kevesebb
talalatot elérd szelvénnyel nem lehet nyerni semmit. Ha a huzés eldtt 240 szelvényt adtak el, akkor
mekkora az alapitvany lottohtizasbol szarmazo hasznanak varhato értéke?

42. Egy fiokban harom par kesztyli van Osszekeveredve: az egyik par fekete, a masik sziirke, a
harmadik piros. (A harom par kesztyli csak a szinében kiilonb6zd.) A fiokbol egyesével elkezdjiik
kihtizni a kesztytliket ugy, hogy huzas eldtt nem nézziik meg a kesztyli szinét, és a kihuzott kesztyiiket
nem tessziikk vissza a fiokba. Addig folytatjuk a huzast, amig lesz két azonos szinli kesztylink.
Hatarozza meg annak a hat eseménynek a valoszinliségét, hogy ehhez 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6 kesztyli
kihuzésara lesz sziikség, majd szamitsa ki a hizdsok szdménak varhat6 értékét!

43. Az Gsszes sorsjegy 5%-a nyerd. Kétféle nyeremény van: 2500 Ft-os €s 50 000 Ft-os. A 2500 Ft-
os nyerd sorsjegybdl pontosan 24-szer annyi van, mint az 50 000 Ft-osbol. c) Toltse ki a kdvetkezd
tablazat lires mezo6it, majd szamitsa ki egy darab sorsjegy nyereményének varhat6 értékét!

1 db sorsjegy nyereménye (Ft) 0 2500 50 000

0,95

nyeremeény valosziniisége




XXIV. Grafok, logika

I.

1. a) Dontse el, hogy a kovetkezd négy allitas koziil melyik igaz és melyik hamis!

A: Egy 6 pontot tartalmazo teljes grafnak 15 éle van.

B: Ha egy teljes grafnak péros szdmu éle van, akkor a pontok szama is paros.

C: Ha egy 51 pontt grafban nincs kor, akkor legfeljebb 50 éle lehet.

D: Nincs olyan 6 pontu graf, amelyben a fokszamok 0sszege 11.

b) Ha valaki sohasem hallott a grafokrol, és ugy tippeli meg, hogy A, B, C, D igaz-e vagy hamis,
akkor mekkora valosziniiséggel lesz helyes mind a négy valasza?

2. A Pécsre kozlekedd vonat elsd osztalyu fiilkéjében hatan utaznak egy tudomanyos konferenciara.
A vonat indulasa utan kideriil, hogy a hat ember k6zott van kettd, aki mindenkit ismer az Utitarsak
koziil, a tobbiek pontosan négy-négy utitarsat ismernek régebbrol. (Az ismeretségek kdlesonosek.)
a) Szemléltesse graffal az ismeretségeket!

b) Az ismerdsok a flilkébe 1épve kézfogassal koszontotték egymast. Hany kézfogas tortént?

3. Kilenc szamkartya fekszik az asztalon: 1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9. Berci korbe rakta a kilenc szamkartyat
egy nagy papirra, és ha két szdm kozott legalabb ketté volt a kiilonbség, akkor a két kartyat
0sszekodtotte egy vonallal. Osszesen hany vonalat rajzolt meg ily modon Berci?

4. Kati megrajzolt egy olyan egyszerl teljes grafot, amelynek 253 éle van, és csticsai kozott
szerepelnek egy trapéz A; B; C; D cstcsai is. Hany 0j grafcsucsot kellett ehhez felvennie? Legfeljebb
hany éle torolhetd ki ennek a teljes grafnak, hogy még 6sszefiiggd maradjon?

5. Tekintsiik azt a tiz csucsu grafot, amelyet a
megadott abra szemléltet. Errdl a grafrol
fogalmaztunk meg két allitast. Allapitsa meg
mindkét allitasrol, hogy igaz vagy hamis!
Adjon rovid magyarazatot valaszara!

1. allitas: Ennek a grafnak 20 éle van.

2. allitas: Ebben a gratban van olyan részgraf,
amely nyolc éli kor.

6. Egy masik teljes grafbol 45 €It elhagyva egy fagrafot kaptunk. Hany pontja van ennek a grafnak?
(A teljes graf olyan egyszerii graf, melynek barmely két pontjat €1 koti 6ssze.)

7. Hatarozza meg a kovetkezo kijelentések logikai értékét (igaz-hamis)! Valaszait indokolja!
I. Van olyan hatpontt fagraf, amelynek minden csticsa paratlan fokszami.

II. Ha egy hétpontu egyszerti grafnak 15 €le van, akkor a graf 6sszefiiggo.

III. Van olyan fagraf, amelyben a csucsok szamanak ¢és az élek szamanak 9sszege paros.

8. Egy 9 pontu fagratban ismerjiik 8 pont fokszamat: 1; 1; 1; 1; 2; 3; 3, 3. Hatdrozza meg a kilencedik
pont fokszamat!

9. A H halmaz a nyolcpontl egyszerli grafok halmaza. A kovetkezd allitas a H elemeire vonatkozik:
ha egy (nyolcpontt egyszeril) graf minden pontjanak fokszama legalabb 3, akkor a graf osszefliggd.



a) Dontse el, hogy az 4llitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!
b) Fogalmazza meg az allitds megforditasat a H elemeire vonatkozdan, és dontse el a megforditott
allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!

10. Legyen G egy nyolcponta egyszerl graf, amelynek 6sszesen 9 €le van. Igazolja, hogy G cstcsai
kozott biztosan van olyan, amelynek a fokszdma legalabb 3.

11. Az A és C kijelentések logikai értéke igaz, (1) —Av—B
a B kijelentés logikai értéke hamis. (2) (A4AB)v—C
Hatarozza meg az éallitdsok logikai értékét! (3) B>t
(Valaszait itt nem sziikséges indokolnia.) o

4) —4e B

(5) A—>(BAC)

12. Ha a|b igaz, akkor a|b? is teljesiil (a és b pozitiv egész szamok).
Fogalmazza meg a fenti (igaz) allitds megforditasat, és allapitsa meg a megforditas logikai értékét is!
Valaszat indokolja! (a|b azt jelenti, hogy az a egész szam osztdja a b egész szamnak.)

13. Dontse el, hogy igaz-e a kdvetkezd kijelentés! Valaszat indokolja!

Van olyan G, illetve G, fagraf, amelyre igaz, hogy a G, csucsainak szama kétszerese a G; cstcsai
szdmanak, ¢és a G, ¢éleinek szama is kétszerese a G, ¢élei szamdnak. (A fagrafnak van legaldbb egy
csucsa.)

14. A graf 9 ¢lét kékre, 3 €lét pedig zoldre szinezziik. Igazolja, hogy barmelyik ilyen szinezésnél lesz
a grafban egyszini (grafelméleti) kor!

15. Tudjuk, hogy az A, B, C kijelentések mindegyike 0,6 valosziniiséggel igaz és 0,4 valoszintiséggel
hamis. Ebben az esetben mennyi annak a valoszinlisége, hogy az (A A B) v C kijelentés igaz?

16. Hatdrozza meg az (A vV B) — C dllitas 4| B|C| 4dvB=C
logikai értékét az A, B és C kijelentések i i ]
kiilonboz6 i | i | h

i h ]

lehetséges logikai értékei esetén, és toltse ki
ennek megfeleléen az igazsagtablazatot!
(Vélaszait itt nem sziikséges indokolnia.)

i h h
h i i
h i h
h h i
h h h

17. a) Adottak az A, B, C kijelentések. Az A és (HAAC

B kijelentések logikai értéke igaz, a C (2)—dvEB
kijelentés logikai értéke hamis. Hatarozza meg 3B—=C

az allitasok logikai értékét! (Valaszait itt nem @ UA=B) Vv

sziikséges indokolnia.)

18. Jel6lje meg annak az allitasnak a betiijelét, amely tagadasa a kovetkezd allitasnak: ,,Barmely két
magyar rendszam kiilonb6z0.” A: Minden magyar rendszdm egyforma. B: Van pontosan két egyforma
magyar rendszam. C: Van legalabb két egyforma magyar rendszam. D: Nincs két egyforma magyar
rendszam.

19. Egy 8 pontu egyszert grafnak 13 éle van, €és az egyik pontjanak a fokszama 6. Igazolja, hogy van
harompontu kor (grafelméleti haromszog) a gratban!



20.
a) Legyen a és b két pozitiv valos szam. Hatarozza meg az alabbi allitas logikai értékét (igaz vagy
hamis)! Valaszat indokolja!
»Haa>6és b> 8§, akkor a és b szamtani kozepe nagyobb 7-nél.”

b) Fogalmazza meg az elobbi allitas megtorditasat, és hatarozza meg a megforditott allitas logikai
értékét is! Valaszat indokolja!

10 legyen!

d) Tudjuk, hogy az (4 A =B) A (4 V —=C) kyjelentés logikai értéke igaz.
Mit lehet tudni az 4, B és C kijelentések logikai értekérol? Tegyen X-et az alabbi tablazat megtelelo
cellaiba! (Valaszait itt nem kell indokolnia.)

biztosan igaz biztosan hamis nem lehet eldonteni
A
B
C
21. Egy négypontu graf cstcsait
megfeleltetjiik az f, g, h és i fliggvényeknek. F'RoR, x>y
Két csucsot pontosan akkor kotiink 6ssze 2R H>R, x> x 42
¢llel, ha a két megfelel6 fliggvény R SRy lgx

értékkészletének van kozos eleme. Rajzolja
fel az igy kapott grafot! Valaszat itt nem kell
indokolnia.

i: R>R, x>sinx

II.

22. a) Ot, egymastol tavol esd tanya kozott kabeleket feszitenek ki, barmely két tanya kozott
legfeljebb egyet. a) Elvileg 6sszesen hany kiilonb6zd haldzatot lehetséges 1étrehozni a tanyak kozott?
(A halozatban a kifeszitett kabelek szama 0-tol 10-ig barmennyi lehet. Két halozatot akkor tekintiink
kiilonbozoének, ha van olyan 6sszekottetés, amely az egyikben létezik, de a masikban nem.)

b) Takarékossagi okokbol csak 4 kabelt feszitenek ki ugy, hogy a halozat azért 6sszefliggd legyen.
(Osszefiiggdnek tekintiink egy halozatot, ha a kabelek mentén barmely tanyarél barmely masikba el
lehet jutni, esetleg mas tanyak kozbeiktatasaval.) Hany kiilonb6z6 modon tehetik ezt meg, ha az egyes
tanyakat megkiilonboztetjiik egymastol?

23. Tekintsiik a kovetkezd, egyszerli grafokra vonatkozo allitdst: Ha a graf minden pontjanak
fokszama legalabb kettd, akkor a graf biztosan Osszefiiggd. a) Dontse el, hogy igaz vagy hamis az
allitas! Valaszat indokolja! b) Fogalmazza meg az 4llitds megforditasat! Dontse el, hogy igaz vagy
hamis az allitas megforditasa! Valaszat indokolja!

Tekintsiik a kovetkezé halmazokat: P = {0sszefiiggd grafok}, Q = {egyszerii grafok}, R = {kort
tartalmazo grafok}. c) Helyezze el a kovetkezd grafok &brajanak sorszamat a mellékelt
halmazéabraban a megfeleldhelyre!
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d) Rajzoljon egy 6 pontt fagrafot az 5. dbrara, Fo .

¢s helyezze el ennek a sorszamat is a fenti

halmazabraban a megfeleléhelyre! E® *c
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D

3. dbra

24. Egy pedagogiai konferencia kdzépiskolai szekcidjaba 12 6 jelentkezett. A 12 f8s csoport két
tagja (a moderatorok) a csoportbol mindenkit ismertek. Ot olyan tagja volt a csoportnak, akik a
moderatorokon kiviil senkit sem ismertek; a szekcid tobbi tagja koziil pedig mindenki mindenkit
ismert (az ismeretség minden esetben kolcsonods). Az elsé szekcidiilés eldtt, akik nem ismerték
egymast, kézfogassal bemutatkoztak egymasnak. Hany kézfogas tortént?

25. Egy tdncmulatsdgon 18 fia és 15 lany vett részt. Az dsszejovetel végén Osszeirtak, hogy kinek
hany partnere volt (akivel esetleg tobbszor is tancolhatott), s az eredményeket kiilon Osszesitették a
fiakra és kiilon a lanyokra. Ezen két szam koziil melyik lett a nagyobb? (Csak kiilonnemiiek tdncoltak
egymassal.)

26. Legteljebb hany ¢le lehet egy 10 pontil nem 6sszefliggd egyszerli grafnak?

27. Igaz-e vagy hamis? a) Ha egy legalabb kétpontu egyszerii graf barmely két pontjat pontosan egy
ut koti dssze, akkor a graf fa. b) Ha egy graf kdrmentes €s Osszefiiggd, akkor az fa. ¢) Ha egy n pontt
graf kormentes és n-1 ¢li, akkor az fa. d) Ha egy n pontt graf 6sszefliggd és n-1 ¢€lti1, akkor az fa.

28. Egy faluban van harom haz (A, B és C), veliik szemben harom kézmicsatlakozas (viz, gaz €s
aramszolgaltatds). Minden kézmiivet minden hézhoz be akarunk vezetni. Megtehetjiik-e ezt ugy,
hogy egyik kézmiicsatlakozas sem halad at egy masik alatt vagy felett?

29. Tizenot csapat kormérkdzéses bajnoksagban vesz részt. 50 mérkdzést mar lejatszottak. Igazoljuk,
hogy van olyan csapat, amelyik mar legalabb 7 mérkdzést lejatszott!

30. Van-e olyan 9 pontu egyszerii graf, amelyben mind a 9 pontnak mas a fokszama?

31. Egy négypontu teljes graf élei koziil véletlenszertien kivéalasztott négy ¢élt kiszineziink zoldre.
(Teljes graf: olyan egyszerti graf, melynek barmely két pontja kozott van €1.)

d) Hatarozza meg annak a valdszinliségét, hogy a zoldre szinezett élek a graf egy négypontl korének
élei!

32. Az A, B, C, D, E, F, G, H pontok egy szabalyos nyolcszdg csucsai. Megrajzoljuk a nyolcszog
oldalait és atloit. A megrajzolt szakaszok koziil véletlenszerlien kivalasztunk négyet. Hatarozza meg
annak a valdsziniiségét, hogy mind a négy kivalasztott szakasz az A csticsbdl indul ki!



33. A H halmaz a tizpontt egyszeri grafok halmaza. A kovetkezd allitas a H elemeire vonatkozik:
Ha egy (tizpontt egyszerti) grafnak legfeljebb 8 ¢le van, akkor nem tartalmaz kort.

b) Dontse el, hogy az allitas igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!

c¢) Fogalmazza meg az allitas megforditasat a H elemeire vonatkozdan, és dontse el a megforditott
allitasrol, hogy igaz vagy hamis! Valaszat indokolja!

Egy tizpontu teljes graf €lei koziil véletlenszertien kivalasztunk harom kiilonbozot. (Teljes graf: olyan
egyszerl graf, melynek barmely két pontja kdzott van €l.)
d) Hatarozza meg annak a valdszintiségét, hogy a harom kivalasztott ¢l a grafnak egy korét alkotja!

34. Egy lapra 10 pontot rajzoltunk, majd ezeket megszamoztuk 1-t61 10-ig. Ezutan minden egyes
pontot egy-egy vonallal ,,6sszekotiink™ a lapon szerepld Gsszes olyan ponttal, amelyhez irt szdm a
kivalasztott ponthoz irt szamnak osztoja. (Példaul azt a pontot, amelyhez a 6-ot irtuk, 6sszekotottiik
mind a négy ponttal, amelyhez a 6 valamelyik osztdjat irtuk.)

¢) Igazolja, hogy az igy kapott 10 csticsti graf nem egyszerti graf!

d) Igazolja, hogy a graf éleinek szama paratlan!

35. a) Hatarozza meg a kovetkez6 két allitas logikai értékét (igaz vagy hamis)! Valaszait indokolja!
I. Ha egy trapéznak 2-2 szoge egyenld, akkor a trapéz hlrtrapéz.

I1. Ha egy haromszdgben a = b, akkor sin3a = sin3.

(A haromszog oldalai a, b és c, a veliik szemkozti szogek rendre a, B €s v.)

b) Fogalmazza meg a Il. allitds megforditasat, és a megforditott allitasrdl is dontse el, hogy igaz vagy
hamis! Valaszat indokolja!

36. Ot kiilonboz6 szdmjegyet leirunk egy papirlapra. Két szamjegyet pontosan akkor kétiink dssze
egy vonallal (€llel), ha a kiilonbségiik paros szam (de egyik szamjegyet sem kotjiik 0ssze dnmagaval).
Igy egy otponta grafot kapunk.

a) Hatarozza meg a kovetkezo két allitas logikai értekét (igaz vagy hamis)! Valaszat indokolja!

I. Lehetséges, hogy fagrafot kapunk.

I1. Lehetséges, hogy nem 0sszefiiggd grafot kapunk.

37. Megrajzoltuk az ABCDE konvex 0tsz0g oldalait és atloit, majd a megrajzolt szakaszok
mindegyikét vagy kékre, vagy zoldre szineztiik. A szinezés befejezése utan észrevettiik, hogy nincs
olyan haromszdg, amelynek csucsai az A, B, C, D, E pontok koziil valok, és mindharom oldala azonos
szinll. Igazolja (példaul indirekt moédszerrel), hogy nincs olyan cslicsa az G6tszognek, amelybdl
legalabb harom azonos szinii szakasz indul ki!

38. Egy nyomozas soran fontossa valt felderiteni azt, hogy az A, B, C, D, E, F hattagu tarsasag mely
tagja ismerik egymast, azaz milyen a tarsasadg ismeretségi haloja (ismeretségi grafja).(Az ismeretség
barmely két tag kozott kolcsonds. A tarsasag két ismeretségi haldja akkor kiilonb6z6, ha van két olyan
tag, akik az egyik haloban egymasnak ismerdsei, de a masikban nem.) A nyomozas soran az mar
bizonyitott4 valt, hogy A-nak 5, B-nek 4, C-nek 3 ismerdse van a tarsasdgban. Ennél tobbet azonban
nem sikeriilt kideriteni, igy aztdn D, E és F egymas kozotti ismeretségeirdl sincs még semmilyen
informaci6. a) Hanyféle lehet a D, E, F csoport ismeretségi haldja?

A friss bizonyitékok szerint a D, E, F csoportban mindenki ismeri a masik két személyt.
b) Az Osszes eddigi (a kordbban és a frissen beszerzett) informéciot figyelembe véve hanyféle lehet
az A, B, C, D, E, F hattagu tarsasag ismeretségi haloja?

A tovabbi informécidk kideritése érdekében a hattagt tarsasag tagjait 3 fOs csoportokba szervezve
hallgatjak ki. Minden olyan 3 f&s csoport kihallgatasat megszervezik, amelyben A és B egyiitt nincs
jelen. c) Osszesen hany ilyen csoportos kihallgatast kell szervezni?



39. Egy hatf6s barati tarsasag tagjai Andras, Bori, Csaba, Dora, Ervin és Fanni bajnoksagon dontik
el, hogy ki a legjobb pingpongos koziiliikk. Mindenki mindenki ellen egy mérkdzést jatszik. Amikor
9 mérkdzést mar lejatszottak, akkor kidertilt, hogy mindegyikiik paratlan szamu mérkdzésen van tal.
Andrés az eddigi egyetlen meccsét Bori ellen jatszotta, Csaba még nem jatszott Ervin ellen. Jatszott-
e mar Doéra Fanni ellen?

40. Legyen G egy Otpontu fagraf.

a) Lehetséges-e, hogy ekkor G komplementere is fagraf?

Egy hatpontu teljes graf pontjait megszamozzuk 1-t6] 6-ig. A graf €leit ezutan zoldre vagy pirosra
szinezziik a kdvetkez szabaly szerint: két pontot 6sszekoto €l zold lesz, ha a két ponthoz irt szamok
koziil az egyik osztdja a masiknak, egyébként pedig piros. A graf pontjai kozil véletlenszeriien
kivélasztunk harmat.

b) Hatarozza meg annak a valoszinliségét, hogy a kivalasztott harom pontot 6sszekotod

harom ¢l azonos szinii

I11.

41. a) A kovetkezo6 két allitasrol dontse el, hogy igaz vagy hamis. Valaszait indokolja! (1) Van olyan
Otpontu egyszerli graf, amelynek 11 éle van. (2) Ha egy 6tpontu egyszerli graf minden csucsa legalabb
harmadfoku, akkor biztosan van negyedfoku cstcsa is.

b) Az A, B, C, D és E pontok egy Stpontu teljes graf csticsai. A graf élei koziil véletlenszeriien
beszineziink hatot. Mekkora a valdszintisége annak, hogy az A, B, C, D, E pontokbol €s a szinezett
¢lekbdl allo graf nem lesz 0sszefiiggd?

42. Az 6vodai szekcionak harom moderatora volt; 6k mindenkit ismertek a csoportbdol. A csoport
tobbi tagjanak a fele a moderatorokon kiviil senkit sem ismert, mig a csoport tobbi tagja kozil itt is
mindenki mindenkit ismert (természetesen az ismeretség itt is minden esetben kdlesonds). Ebben a
szekcioban is bemutatkoztak egymasnak azok, akik nem ismerték egymast, s igy ebben a csoportban
harmincdot kézfogasra keriilt sor. Hany fobdl all az 6vodai szekcid?

n(n-1)

43. Melyik igaz, melyik hamis? a) Ha egy n pontt grafban az élek szdma
n(n-1)

, akkor a graf teljes.

b) Ha egy n pontt egyszerli grafban az élek szdma , akkor a graf teljes.

c) Egy 5 csucsu, egyszerii grafnak nem lehet 11 é€le.
d) A fokszamok egyértelmiien meghatarozzak a grafot.

44. Nyolc sakkoz6 kormérkdzést jatszik, két forduld mar lezajlott. A versenyen lejatszott mérkdzé-
seket graffal szemléltetjiik. Igaz-e, hogy az igy kapott grafban mindig van kor?

45. Igaz-e vagy hamis? b) Az n pontu, n-1 ¢éli 0sszefiiggd graf fa. c) Ha egy graf minden csticsanak
a fokszama legalabb 2, akkor van benne kor. d) Ha egy egyszerli grafban minden pont fokszdma 2,
akkor a graf kor. e) Ha egy Osszefiiggd grafban minden pont fokszama 2, akkor a graf kor. f) Ha egy
n ponta Osszefliggd grafnak n éle van, akkor a graf kor. g) Van olyan nem 0sszefliggd egyszerii graf,
melyben minden cstics masodfokt. h) Ha egy 6sszefliggd graf tetszoleges korének egy ¢€lét elhagyjuk,
akkor Osszefiiggd grafot kapunk. i) Ha egy Osszefiiggd grafbol elhagyunk egy olyan élt, amely
egyetlen korben sincs benne, akkor a graf nem marad 6sszefliggd. j) Ha egy n pontt grafban barmely
két pont kozott 1étezik ut, akkor van olyan két pont, melyeket n-1 hosszu ut kot dssze (n>1).

46. Nyolc sakkozot két csoportra kell osztani ugy, hogy az egyes csoportokon beliili kormérkdzéses
versenyek soran lejatszott mérkdzések egyiittes szama a legkevesebb legyen. Hogyan osztana két
csoportra a sakkozdkat?



47. Egy oOttagu tarsasag talalkozik. Eddig mar lezajlott nyolc kézfogas. Bizonyitsa be, hogy van lega-
labb két ember, aki pontosan haromszor fogott kezet!

48. Egy hatf0s tarsasag tagjai A, B, C, D, E és F. Mindenkit megkérdeztiink, hogy hany ismerdse van
a tobbiek kozott (az ismeretség kolcsonos). A valaszként kapott hat természetes szdm szorzata 180.
Az is kidertilt, hogy A-nak legalabb annyi ismerdse van, mint B-nek, B-nek legaldbb annyi ismerdse
van, mint C-nek, €s igy tovabb, E-nek legaldbb annyi ismerdse van, mint F-nek. Szemléltesse egy-
egy graffal a lehetséges ismeretségi rendszereket!

49. Nyolc sakkozé részére egyéni bajnoksagot szerveznek. Hanyféleképpen készithetd el az elsd
fordul6 parositasa, ha ebben a forduléban mindenki egy mérkozést jatszik? (Két parositast kiilonbo-
z6nek tekintiink, ha az egyik tartalmaz olyan mérkdzést, amelyet a masik nem.)

50. Az 4dbran egy 3%3-as kirakos jaték (puzzle) sematikus képe lathato. A kirakds jatékot egy graffal
szemléltethetjiik ugy, hogy a graf csucsai (Al, A2, ..., C3) a puzzleelemeket jelolik, a graf két csticsa
kozott pedig pontosan akkor vezet él, ha a két csticsnak megfeleld puzzle-elemek kozvetleniil (egy
oldalban) kapcsoldodnak egymdashoz a teljesen kirakott képben.
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a) Rajzolja fel a kirakos jaték grafjat (a csiicsok azonositasaval egyiitt), és hatdrozza meg a graftban a
fokszamok O0sszegét!

b) Igazolja, hogy a megrajzolt grafban nincs olyan (grafelméleti) kor, amely paratlan sok €lbdl all!
c) A teljesen kirakott képen jeloljon meg a puzzle-elemek koziil 7 darabot tigy, hogy a kirakdsjatek
altaluk alkotott részlete (a részletnek megfeleld graf) mar ne legyen Osszefiiggd!



I. Masodfoku vilag

II. Egyenletek, egyenletrendszerek
III. Egyenlétlenségek

IV. Fiiggvények

V. Sorozatok (A)

V1. Halmazok

VII. Exponencialis és logaritmusos vilag
VIII. Szazalékszamitas

IX. Sorozatok (B)

X. Szamelmélet, oszthatosag

XI. Szdveges feladatok

XII. Trigonometrikus egyenletek, egyenl6tlenségek
XIII. Kombinatorika

XIV. Valoszinliségszamitas (A)
XV. Sikgeometria

XVI. Vektorok

XVIIL Trigonometria

XVIII. Koordinatageometria

XIX. Differencidlszdmitas

XX. Térgeometria

XXI. Integralszamitas

XXII. Statisztika

XXIII. Valoszinliségszamitas (B)
XXIV. Grafok






