I. Az n-edik gyok

Emlékeztet6: a negativ egész kitevojii hatvany

0N 1y (3
1. Szamitsuk ki! 57 37 2° 10° —) = = 01"
3 2 2
2. Negativ kitevo alkalmazaséaval irjuk fel tortmentes alakban a kifejezéseket!
1111 01 0,0001 0,01 0,04 s 77 2,5
4 8 16 27 8 25 16
3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket!
X*t=2 X% =9 4" :l 2" :1 5% :i i=16 5%=25 0,1* =1000
4 4 125 2"

4. A hatvanyozas azonossagai alapjan hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkez6 kifejezéseket!
1 1 1 3

2.x8 a?.a? a’-a*t b2.b* b3 a®-a?®.a? X2.X 4.x4

X<+ X
5. Alakitsuk at a kifejezéseket ugy, hogy ne tartalmazzanak negativ kitevdjii hatvanyt!

2 5 0 L2 3 a71 a72 Xx+1 - a -
a“-b 3-a a-b 2y — — — —
b b x—1

Emlékezteto: miiveletek négyzetgyokos kifejezésekkel

6. Végezziik el a kdvetkezé miiveleteket: +/100-49 ~/81-400 +121-64
7. Vigyiik ki a gyokjel elé, amit lehet: 12 J54 J75 V108

8. A gydkvonas elvégzése nélkiil allapitsuk meg, a két szam koziil melyik nagyobb:

3J/5 20 45 /80 48 82 3J2 5/05

9. Vigyiik be a gyokjel ald a gyokjel el6tt llo szamot:
32 45 26 1242 3Vx 5Ja 7Vb xv2 ava bvb?  x*Jx

10. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket:

JE—\/E%\/E 32 +/32 —200 272 — /50 - 2.8

11. irjuk egyszeriibb alakban a kovetkezé szorzatokat:

V2.8 3.N21 2472 5125 V30420 /50125 20472 15432



12. Végezziik el a kovetkezé miiveleteket:

(V2 +318 + 950 )- 2 (5-3v2)-(5+372)
(/52 iz} (/3 + ) (2+v3)- (V- 3)
13. Végezziik el a kovetkezé miiveleteket: 122:4 15155 6./5:245 V10 :4/5

14. Végezziik el a kovetkez6 hatvanyozasokat:

VB (v3f  Bv2f (V2+1f  (5-1f  (VB-v2f  (3V2+2v3f

15. Végezziik el a kovetkezé miiveleteket!

(2v5 +3V2f (viz -vaf (\/4+ﬁ+\/4—ﬁ)2 (\/2+2J§—J2—2J§)2
(m—lm_m—l_ﬁf (Jz@+zﬁ+Jz@_zﬁjz

Az n-edik gyok

16. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket: 27 125 416 4/81
Y64 Y2 ¥1 3/0,0027 -1 Y-8 Y—x2 Y41
17. Vigyiik ki a gyokjel elé, amit lehet: 316 ¥4  ¥72 381

432 448 %96 %1215

18. Vigyiik a gyokjel ala a gyokjel el6tt allo szamot:
33 332 243 %3\/5 2-42 531 0141000 %i/zTg

19. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket! 3/8-27 /125 4/16 - 625 3/27-125

Y24.9  454.24  3/75-45  3/0,001-125
3100 -310  4/9-436  ¥/8-320  4/50 -4/200

20. Végezziik el a kovetkez6 miiveleteket!

316:32  4f64:44  %100000 :3100  3/0,04:35

s\/g : s\/g 3/64a* :3/2a 43x5 - 4/x 3/0,001:3/125



21. Irjuk at egyszertibb alakba a kovetkezd kifejezéseket!

W2f (&) kP Wafivz U W W

22. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket!

(i/Z—i/E+§/£X3\/E+3{/§) (i/§+i/€+?{/ZX§/§—§/§) (3 1OO+34O+§/EX§/E—§/Z)

23. Irjuk 4t egyszeriibb alakba a kovetkezé kifejezéseket! Vila? Y¥a% SHENY
Y2.43 Y242 32925 V24242 VaJava

24. Trjuk at kisebb gyokkitevével a kovetkezd kifejezéseket:

4/362 §/25° 278 44 4100 816

25. Vigyiik a gydkjel ala az elétte allo szamokat, kifejezéseket:

535  ®2 233 a-¥b -b-¥b  a’-¥ab

26. rjuk fel egyetlen gyokijel alkalmazasaval a kovetkezé kifejezéseket!

V242 3294 533 Y345 Jata  Jx-¥Ux

27. Hatarozzuk meg ezen szam eldjelét: N \/5 + 26 + \/5 — 26

. ) f3+\/§ _ /3—\/5
28. Hozzuk egyszeriibb alakra: — Py

I1. Exponencialis és logaritmusos vilag

A tortkitevoji hatvany

1 1 3 4

1 4
1. Szamitsuk ki a kdvetkez6 hatvanyok értékét: 1002 8% 814 0Q° 273 83 325 16"

1 5 2 1 1

2. [rjuk fel gyokjellel a tortkitevéjii hatvanyokat: 37 78 23 63 54 X

3. Alakitsuk at a kifejezéseket ugy, hogy ne legyen benniik se negativ kitevo, se tortkitevo:

_ b2 1 2
ab~? — — a?
a” _<
X 3

4. frjuk fel tortkitevével a gyokos kifejezéseket: va Va2 V23 /52 V103

5. Szamitsuk ki a kifejezések pontos értékét szamologép nélkiil:
1 3 1 1 3 2
275 81a 4z 162 £ 8 =

= 017!



: 1 2\~ E
0,252  167°* (—j (—12y 0,25 2 -16"°

1
42 3
6. Szamitsuk ki a kifejezések pontos értékét szamologép nélkiil:
1 5 1 2 3 3

80 42 257 27° 325 92 9% 16°% 81" 36" 47 497
7. A kovetkezo kifejezéseket ugy alakitsd at, hogy ne tartalmazzanak gyokjelet:
T/ U T
P \/; %7

8. Az alabbi kifejezéseket ugy alakitsd at, hogy sem negativ, sem tortkitevét ne tartalmazzanak:

2 3 1 2 2 1
X3 a b* (3a)s 3a ® c3

Szamitsuk ki a hatvanyozas azonossagai felhasznalasaval gép nélkiil:

2 3 3 1
9. 83 22 54 32

3 2 70 1
10. 42 83 8105 16 273

_2 3 _2 5 5 2 2

11. 27 3 164 32704 0,001 3 0,252 0,25 2 43 .89 304.gh8

1o, gP® 51 20

1

13. 972 92 9

N

HOEC)

14. Végezziik el a miiveleteket, az eredményt a legegyszeriibb alakban irjuk:

ER 2 1 2 28 a’ %
a?-a? a-ad a"-an Ya’ -3/a> a*-a’ ad:af (_Oj
a
3 15 s 1 2 4
15. Végezziik el a miiveleteket: 22.22 3%.3% 54 .54 73.73
Exponencialis egyenletek
16. Oldjuk meg az egyenleteket a racionalis szamok halmazan: 3 =81 2% =16
1, 1 x2-3x
3P =729 4% =32 4% =— 1 =9
4 3
17. Oldjuk meg az egyenleteket a valds szdmok halmazan:
X8
3‘ 2X — 96 22X73 216 3X —4x+3 :1 16x+3 — 256



18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Oldjuk meg az egyenleteket a racionalis szamok halmazan:

273 — 2% =112 10" +10** =011 22 422 =34
2 +2°24+2° =896 2-3% -5.3%=1443
Oldjuk meg az egyenleteket a racionalis szamok halmazan:
3 +3 =12 2% 42 4 27 = 28 0,572.2 =32
Oldjuk meg az egyenleteket:
7427 -7 =434 9V =3 ¥y 27 42* =18
Oldd meg a kovetkezd exponencidlis egyenleteket:
7N -6-7"-5-7"=14 37 +4.374+5.37 -2.3"" =4 3 -3 =24
Oldd meg az egyenleteket: 3 +3 432 =65 3.2%-5.2"1 4 2% =25
4*+2° =30 9* +8=2.3" 2“2%
Jx+2
5x2—8x+12 -1 4% —g¥t 2x2—7x+12 -1 (ij 05
64 '
2x X X X x+1 18 X2-Tx+12
77 —-6-7"+5=0 4" -9.2" +8=0 3 +3—X=29 2 =1
27 —2%% =15 4.5 3.5 -25=0
5> 45 =250 372 _12.3* +27=0 5%+ 152x5 -
10 -10 =% 4% _3.2% 120 91 4392 =90
1
0’52“3 :4x 52x+1 :2_6x—1 6.32x+1 _9x+1 :15
8x+l _82x—1 :30 2x + 2x+1 :3x + 3x+l
SSinX =2 2.4x+1 + 2x—1 _4x :2x+2 + 21
5x :5x—l T+ 4> +22x—2 3[9x+l =(3.27x)x+1 g% . 3% _23x—l _3x+l +288=0
-1 xl
4 -3 2=3 22 6% -10=4-6"
2 1
62X+1'2X :9X24 2X—3+3.0,5X+l :1 3X 1_3—)(_(9)(_3)()1
(x—3) " =(x—3)** 25113 4 g —pxa
Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a racionalis szamok halmazan:
5lxl-4 — 1 1 3,/2x+1 =05 27 .9x—4 — 4,/32x+1
125 8 ’

5




37. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a racionalis szamok halmazan:
3x+2.3x+1_3x—1=20 5x+2+3_5x_2_5x+1=18

4x+1 4 3.4% _ 2. 4%"1 =13 85t — 4771 =64

38. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a raciondlis szamok halmazan:
VA% = 2% 4 1 4% 42341 4 1 =2

Exponencialis fiiggvények
Abréazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket:
39. f(x)=2" g(x) =10" h(x)=3"-1 i(x)=2-10"

40. f()=3"  g(x)=4" h(x) = @j 0= Gj

41. f(x)=2"" g(x)=3"+2 h(x) = (%)X —4  i(x) = 3.(%)X

A logaritmus fogalma

42. rjuk fel hatvanyalakban: Ig100=2 1g10=1 1g0,01=—2 Ig2=0,3010
1 1
l0g;9=2 log.125=3 log,,-—=-1 log,2==
g3 g5 glO 10 gA 2
I0926—14:—6 log, 81=—4 log ;8=6

3
43. Irjuk fel logaritmussal a kovetkezd egyenl8ségeket:

2 ; a1 3 ST S | :
10° =100 10° =1000 107 =— 2° =8 22%2== 3T=— 25% =5
10 4 27
1

44, Trjuk fel logaritmussal: ~ 3* = 27 2" =16 6° =216 42 :%
45. A kovetkezo kifejezéseket ird fel egyszerlibb alakban:

2I0925 7I0g79 8'0983 10Ig4 [ljlogf 10Ig7

2
46. Mivel egyenls? log, 8 log, 32 log, 1024 log, 0,5
log,1  log,(-1) log, % log, /2

47. Szamitsd ki:

log, 49 log, 81 Ig100 log, 5 log,1 log, 0 log, 2 log, 4

48. Szamitsd ki:
log, /3 log,, 0,04 log, s 4 log ;5 log, 3 log, /4 lgl Ig01

3
49. Hatarozzuk meg a kovetkez6 logaritmusos kifejezéseket szamoldgép nélkiil a definicid alapjan:

log,8 log, 64 Iogzi log, /3 Ig100000 1g0,0001 Ig+/1000



50. A logaritmus fogalma segitségével ird at mas alakba a kovetkezd egyenldségeket:
1 1 2

2% =8 32 =9 54 =625 42 =2 164 =2 643 =16

51. A logaritmus fogalma segitségével ird at més alakba a kovetkez6 egyenldségeket:

3 3
5—1:l 8‘2=i 7° =1 P 814=i
5 64 8 27
52. Hatarozd meg az alabbi logaritmusok értékét:
log, 16 log,9 log, 7 log, 32 Iogzé
1 1
log; > log, 1 log, 2 log, a1 log, 3

53. Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartomanyat!
1

1

lg(-x lgx*  lg(=x)*  lg= —  log, (1-x 59

g(-x) g 9=x) g3 gx  1090-%) 92 %)
54. Hatarozzuk meg a kdvetkezd logaritmusokat a definicié alapjan:

log,v2  log,¥/81  log,¥64  log, 4125
55. Mely valos x-ekre értelmezhetdk a kifejezések?

5¢ -125 _lox log, (6 - x— x?) 1

19(4 - x) Igsin x
A logaritmus azonossagainak alkalmazasa
Az 56-80. feladatokban kitlizott szamitasokat szamologép nélkiil végezziik el.
56. Ig2+1g3=Igx log,5+log, 7 =log, x
57. 10IgS+IgS 4'0947+|0949
58. 1g18—-1g3=Igx lg36—1gl2=Igy  log,35-1=log,z log,80—-3=log, x
59. 10792 51o0e?
lg81 log, 4

60. 3lg2=Igx 7lg5=Igy %zlgz 2log, 7 =log, x L=Iog7y
61. Iga+1g25 lg150+ 931912 g 19125 4o
62. logs25+l0g,535 — log,s21 ‘g‘i*g#

63. 3log37 4I0923 2I0945 101—Ig 2,5 10—I95 10IgG+IgS 25Iogs3 36I0962 81Iog32

1
log,—

64. 10Igz 3Iog381 4 2 5Iogsa



65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

73.

74,

75.

76.

77.

78.

79.

80.

1
=logg 81
1+lg3 1-+log; 4 1-logs 3 6 -Ig2 log, 36
102Ig3 10" 3k+logs 5t-logs 62 2log410 104192 4 309

31+Iog 35 42+Iog 43 21+4 log,3 42—I0g 45 5Iog 53+logs 2 6Iog6 7-logg 2

|090,25 2 10 lg3 5I0957 101+|94 102Ig3 glog32 2I09425 Iog&/E 16 |093_§/§ 9
-3
164 09 o, 125 lg/44 + % lg275-Ig11 5+2logs 6
2051 4l%5 ket pZlg? (log,10+log,16)  log,5+log, 6,4
Lig2 Llog, 25-1 L10g,8+3 1"09518+2
102~|93+1 1059 5-1 7 5 97 65 0gg 8+ 3
573998 . 1g3/1000 77l a:s 191910 - log, 3/25
310g315 1Olg6 1Olog35 4log1681 71+log498 25%—10g53
, lg5+1g2 . 51920
0’2545 Iogm9 Iogg3J§ Ig—6'(|g4+|g9) 1002+94 W
2 1 1 , 2
27%  log, 5 32 §~I952+3Ig2+I9125+Elg325—lg13 3 —§~Iog38
Adott 1940 =b. Fejezziik ki 1g20-at b-vel.

%Iog3 45+10g, /20 —log, 30+ 2log, 6— log , 2 43095972 1000002 log, - 9
Fejezziik ki Ig15-6t p és q segitségével, ha p = [g75 és q = 1g45

16 1,25
[8_1j log; 7 +log,, 7 log, 3-log, 2 g2logz5-1
Igsin30°-Igsin 60°-Igtg45°
log 15+ log, 35—-log; 21 3log, 6+ log, 35— log, 20 — log, 42

Ig\/l_—%IQSS—Ig\/EHgSOO



Logaritmusos egyenletek

Oldd meg az egyenleteket:
81.logzx = —1 log,x = % logix = % logo(x+3) =0 logi(x+1) = -2
3 4

82. logy(2x+4)=1 logy,3(6x—2) =0 logy_,(2x—1) =2
83. —lg6=Igx —log, 6=1log, x
84. Ig(x+2)+lgx=1 lg(x+1)=—Ig log,(x +1)+log,(x —1) =2

85. log; x=3 log,; X =1,25 |09x4=—%

86. log,(4x+12)=2  log,3x* =5  Ig°x+Igx=0

87.log,x=4log, (x*-1)=3 lg(x+1)-lgx=1  Igx*+Ig®>x=10
88. Igx® = Ig? X Ig(x+6)—%|g(2x—3):2—I925 "9‘(I><—+2):2
gx

lg(2x +1) lg(x* —20
89. 22— J=2 =12-Ilgx=Ig2+Ig4+Ig25

lg(x—1) lg(x+10) 9x=1gerigfTi
90. Ig2+Igx=Ig(x+3) lg(x—9)+Ig(2x+1)=2 lg(x—4)+1g(x+3)=1g(5x+4)

lg x

91. lg(x—3)+Ilg(x—2)=1-1g5 =

g(x—3)+1g(x—2)=1-1g oxla2
92. log, x+1logy x=8 log, x+log, x=1
93. log, x+log, x+log,s x=7 log, x+log, 4=2 Iog4x+logx4:g
94. Ig(3x—1)=Ig(x +1) lgx?=Igx  lgx* =Ig(-x) lgx =Ig3+Ig4
95. wzlgx lg(2x+1)=1g8+Igx lg(2x+1)+lgx=Ig3

Ig, x 21g x 2 2

9. —2—=2 —2C =1 lgx® =1g° x I log ,3=1

1-log,2 lg(5x - 4) : : 299 X+100,
97. Ig> =2-1925 lg(x+1) _, M:Ig(x+l)

2 Ig x 2

98. Ig(x +9)+2Ilgv2x-1=2 log, x—log, s x=8 3log, x+log,, x=7



99. log,Xx +log,x =12 log,(x+1)-1=log,(x-1) log,4+2-log,x=3

100. lg(x+1)=lg(6—_2x)
lg(3x - 5) lg(3x—35)

101. 2lglx—4)-1gd=1g(2x—-11 = <=1 =2

glv—4)-lg4=lg(2e-11) lg(2x - 3) lg(2x - 3)
102. log,(x+1)=-1 Iglgx=0  Igx+Ilg4=1 log, x+log, 4 =1
103. lg*(x-1)=4
104. log, (x? +x+7)="2 Iog4log3logzx:% log, (x+2)—log,(x)=1
105. lg? x =3-1g x log®s x = 3-log, X
106. log, s (x+3)=2 lgx+1g(x+3)=3-2-1g5 lg+/x = \/lg x

107. log®s x = log, x + 2

108. %-log3 (2x+ 1) + log;Vv3x — 3=1g100 log, (x> —2x+ 1) + 2 -log,(2x) = 2
109. log, (x° + x? +x—2)=3 lg x-1g100x =1,25 Ig(x+3)—%lg(x—6):l

110 10g12(12 + (1 - 10g3X)2) =4

1 2 1 s . lg(x+1)
111. + =1 log,x*+log, —=7 Ig* x=Ig x =2
5-lgx 1+Ilgx 92 %% gg\/; : : lgv/x—1
112. log, ,(x* ~10x+25)=2log,,, (5 X) lg(x +6)— % lg(2x —3)=2—1g5
113. log, (4% -2 +24)-x =3 X'9* =100x 4% +10% = 25"

114. 4log, x +log, 3=3 x(l—lg5)=lg(2X + x—1) x+log,(9—-2%)=3
115. Oldjuk meg ezt a nagyon szép egyenletet: 9" X +9° X =6
116. Ig\/x—1+%lg(2x+15)=1

117. 2log, 25-3log,. x=1  log, x+log, x+log,, x =7

118. log, x+log ;; x+log, =6 log, x—6log,3=5

3

10



Exponencialis és logaritmusos egyenletrendszerek

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:

119 4x—2-3y=14} 5"*1—23’:17} 2x+1+3-73"1=11}
4%+ 4 3Y = 65 5 +3-2Y"1=17 271 2.7V = —-12
1 1
)y = - (8Y)x
120. (4x)y 32 (8)1
3y =3- (327 )
o1 lgx+Ilgy=1+2Ig3 2lgx+3lgy=3 lgx—-lgy=2-2Ig5
" lg(x—y)=0 3lgx—2Igy=11 log,(1+Ig(x+ y))=1
193 2+ =12 10™1900) =50 3.9 =81
- X+y=5 lg(x—y)+lg(x+y)=2-1g5 2lg(x+y)—lgx=2Ig3

Logaritmusos fiiggvények

124. Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket: f () =log, X g(x) =log, x h(x) =g x
i(x)=1log, x j(x)=log, x k(x) =log,, x

2 2

125. Abrazoljuk a kovetkez6 fiiggvényeket:
f(x)=log,x+3  g(x)=Ilg(x—4) h(x)=3lgx i(x)=2log, x—4

Exponencialis és logaritmusos egyenlétlenségek

126. Oldjuk meg az egyenl6tlenségeket:

log;(4x—1) <1 log: (ZX - %) >0 logs(6 — 4x) < 2
2
127. 3'>81 2°<8 (lj <1 (gj <1
3 9 3

1 " 1 1-x 2x-1 =
128. | = | <— 37 >81 577 <25 1< 27

3 27
129, 3X*5x8 o % 1< (x+3)° " g < X' -ex8
130. lg(3x +1)> lg(5x - 2) 1< log,(x? —3x+5)

logs x <1 log, x>8 Iog3x<% log, s X > 4

11



131. 5*-5"* <20

132. log,, x < 0,7

loggs x>1 log,s(x+5)< -1

133. Iogx(5—2x)<1 log, (2x* —4x+7) > log, (Xx* —5x +6)

134. 2 >4

135, 22x+1 < 2%

136. 10" > 01

137. log, 4 < log,(x +3)

138. lg(3x+1) > Ig(5x - 2)

3 < l (E] >16
9 2
4* < 16 9" <3 0,1<10" 02" >5
0,2*>5 0,3 <0,3 (%) > 2 8*1*1 <16 x2¥ < x5x2

log, 5x<log, 25  0<log,(2x-4)  log,(2x-4)<0

3 3

log;x<1 log,x>8 Iogsx<% log, s X > 4

Hol a hiba a kovetkeztetésekben? (b egy tetszéleges szam)

139.
3>2

1 1
3-lg=>2-lg=
g2 g2

1)° 1)
lgl =| >lg| =
o5) ~13)
I1>I1
9g>197
1 1

_>_
8 4

1>2

140. 141. Oldjuk meg a kdvetkezo
e _30 .3 egyenldtlenségeket:
P 3X¥°5 < 27 (1)2x+4 > 0,2
3 - 5 ’
1 1 1\2—X
il 3x-1 i
3b+1 < 3b 8 g < (4)

1 b+1 1 b
[_j < [_j 142. Oldjuk meg a kdvetkezo
3 3 egyenldtlenséget az 1-tdl kiilonbozo pozitiv

1 b+1 1 b valds szamok halmazan:
log.|=| <log,|=
gl(gj gl(gj

3
b+1<b
1<0

2_
3 xx 10x+16 < 1

Szoveges feladatok

143. Melyik az a pozitiv egész szam, amelynek az 50-edik hatvanya éppen 69 jegybdl all?

144. Mutassuk meg, hogy harom 2-essel és miiveleti jelekkel barmelyik szam felirhato!

145. A radioaktiv izotopok folyamatosan bomlanak. A bomlasi folyamatot az id6 fiiggvényében ez
az exponencidlis fiiggvény irja le: N(t) = Nye~*t, ahol N, a folyamat kezdetén meglevé bomlasra
képes izotopok szdma, t az eltelt 1d6 (6rdkban mérve), N a t id6 elteltével megmaradt bomlasra képes
atomok szdma, k pedig a kérdésesanyagra jellemz6 bomlési allandd. A barium egy izotopjanak bom-
lasi allanddja k = 0,04. Szamitsuk ki, hogy 2000 g mennyiséget véve ebbdl az izotdpbdl mennyi

marad beldle 4 nap mulva?
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146. Fejtsiik meg a keresztrejtvényt:

Vizszintes
1. Az log,x = n egyenlet megoldéasa (n egynél nagyobb egész szam) 1
2. (log,2 + log,4 + log,8)*?

3. Otszaznal kisebb négyzetszam

Fligg6leges
1. Az els6 és az utolsé szamjegye megegyezik
2. Primszam

147. A braziliai 6serdd a fakivagasokat €s az 1j iiltetéseket egybevetve — az ottani természetvéddk
szerint — évente 1,28%-kal cs6kken. Ha ez a tendencia nem valtozik, akkor hany év mulva tiinik el
ennek az 6serdonek a fele?

148. Andras betett a bankba 1 millio Ft-ot. Ez évenként kamatozik 8,5%-ot. Testvére Béla egy masik
bankba tette 1,3 milli6 Ft-jat, ahol évente 6%-ot kamatozik. Hany év mulva lesz Andrasnak
ugyanannyi pénze mint Bélanak?

149. Magyarorszag lakossaga 2007-ben kb. 10 045 000 6 volt, ami kb. 0,2%-o0s csokkenést jelentett
az el6z6 évhez képest. Ugyanebben az évben Finnorszag lakossaga kb. 5 282 000 6, ami 0,2%-0s
emelkedés az eldz6 évhez képest. Ha mindkét orszagban ez a tendencia folytatodna, akkor kb. hany
¢v mulva érné el Finnorszag lakossdganak 1étszama Magyarorszag lakossadganak 1étszamat?

150. 1990-ben a Fold lakossaga 6 milliard {6 volt. A népességkutatok szerint ez a szdm évente 1,8%-
kal ndvekszik. Mikor lesz a Fold lakoinak a szama 10 milliard?

151. Egy lengyelorszagi erdészetben 786 muflont tartanak, melyek éves szaporulata 1,2%. EQy szer-
z0dés szerint hat és fél év mulva az akkori dllomany harmadat elszallitjak egy masik telepre. Hany

muflon marad ekkor ebben a gazdasagban?

152. Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv x értéket, amelyre a) Igx és lg2x egy derékszogi
haromszog befogoi, 1g3x pedig az atfogoja.

153. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan:

J(17 ~12v2)" + J(17 +12v2) =2

12-2lgx 4
(\/E) —5+lgx  1+1gx 1024
4 ~ 100

154. Oldjuk meg ezt a bonyolultnak latsz6 egyenletet:
155. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert az egész szamparok halmazan:

331 = 2y3 — 11y — 693}
x = logs(y + 1)
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Vegyes feladatok

156. Melyik nagyobb? A = 81'°83* - (137,29 — 1g0,0729) B=8-tg® (zoiSn)
157. Oldjuk meg a paraméteres egyenletet (a egytdl kiillonbozd pozitiv valds szam).
log.xX
6logya + 3log,z,a + loga:x =0

32%+108%+72%+243% 13

158. =—

162X +48% 6

159 X + 10g21(3x + 1) = X10g217 + 10g21756

160. Abrazoljuk a koordinita-rendszerben a sik azon pontjait, amelyek kielégitik ezt az
egyenlétlenséget. loggin(ly — 1| —2) > 0

161. Oldjuk meg a valds szamok halmazan: 1 — 6y — y? = 57% 4+ 5¥*2

2x-1

162. 43x+2 >

2x+3

331 < V3 2%*-2x 5 756

@ |+

x y —
163, 64" + 64 12}

2%y = §/32

164. lg(2x* +x—1) > 1g(3x— 1) logs(4x —7) —logs(3x— 1) < 2
lg(4x — 4 +1g(x—3) = 2)

165. Mely a és b szamokra teljesiil, hogy az f(x) = lg(x — a) + b fiiggvény grafikonjara
illeszkednek az (5,—2) ésa (95,—1) pontok?

166. Mely x esetén lesz ezen kifejezés értéke a legkisebb és mennyi ez a legkisebb érték?

16

log,°(2x—1) + ————
87°( ) log72(2x—1)
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I11. Trigonometria
Emlékezteto: vektorok

1. A sik egy O pontjabdl az AB szakasz végpontjaiba mutatd vektorok a és b. Irjuk fel ezek segitsé-
gével az AB szakasz azon P pontjaba mutat6 vektort, amely AB-t 1:2 ardnyban osztja!

2. Legyen a(3, 5) b(— 4, 2) C(— 2, —5) . Szamitsuk ki a kovetkezd vektorok koordinatait:
a+b a-c a-2b 1a+gb a+b+c
2 3 3

3. Az a(2, 4) b(— 3, 8) vektorokat forgassuk el 90 fokkal. Hatarozzuk meg az igy keletkezett vekto-
rok koordinatait!

4. Egy haromszog cstcsai A(8, 2), B(6, 9), C(4, —3). Hatarozzuk meg az AB, BC, CA koordinatait!

5. Szamitsuk ki a szakaszok felezdpontjainak koordinatait:

A6,6) B(22) C(4,10) D(12,3) E(-2,-6) F(-3,-4)

6. Egy haromszog oldalainak felezépontjai A(—2, 1) B(4, —3) C(2, 3). Hatarozzuk meg a cst-
csok koordinatait!

7. Hatarozzuk meg az A(1, 2) B(2, 6) C(6, 4) csucsokkal megadott haromszog sulyvonalainak
a hosszat!

8. Az A(1, 3),B(5, —2) pontokat 6sszekotd szakaszt harmadoljuk. Szamitsuk ki az A-hoz kozelebb
levé harmadoldpont koordinatait!

9. Egy rombusz hosszabb atloja kétszerese a rovidebbnek. A rdvidebb atlo végpontjainak koordinatai
(=3, 7) és (5, 11).Hatarozzuk meg a masik két csucs koordinatait.

10. Egy téglalap hosszabb oldala haromszorosa a rovidebb oldalanak. Az egyik hosszabbik oldal
végpontjainak koordinatai (—2, 4)és (7, 16). Szamitsuk ki a téglalap csticsainak koordinatait.

11. Az AB szakasz A-hoz kozelebbi harmadold pontja (2, —3), az A-hoz legkdzelebbi hatodold
pontja (—1, —4). Szamitsuk ki az A és B pontok koordinatait.

12. Mekkorak az ABC haromszog oldalai? A(3, 4) B(-7, —6) C(5, —1)

15



Emlékezteto: sinus, cosinus, tangens, cotangens

13. Egy hegyre az északi és a déli oldalarol két 6svény vezet fel, amelyek azonos szintrél, egymastol
légvonalban 8 km tavolsagban indulnak. Milyen magas a hegy, ha a két 60svény emelkedési szoge
18°24°, illetve 22°43°?

14. Egy domb tetején 20 m magas kilatdtorony van. Egy volgy egy pontjabdl a kilatotorony alja 47,5°,
a teteje 50,2° emelkedési szogben latszik. Mekkora utat tesz meg az a varji, amelyik a volgy ezen

pontjabdl a kilatdtorony tetejére egy egyenes mentén repiil?

15. Hatarozzuk meg a kovetkezd kifejezések pontos értékét szamologép nélkiil:

3sin60°-tg4s° 0° | 30° | 450 | e0° | 90°
1 (e] (e]
sin30°-tg60 i 0 1 Q ﬁ .
2 2 2
€c0s30° —sin 45° \/§ ﬁ 1
: o_ o cos 1 = - — 0
sin 60° —cos45 5 > >
sin? 45°-tg60° - cos® 60° tg 0 ? N
sin?30°—2c0s60° + tg45°
0 ctg J3 1 ﬁ 0
7 einZ 1q 3
COS=+sin = -tg
3 6 4

16. Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkez6 egyenldségek azonossagok:
1

— 1+t9°a =
sin® o

1+ctg’a =

cos® a

17. Az egyik szogfliggvény ismeretében szamitsuk ki a hidnyz6 harmat! sina = % cosa =

18. Hozzuk a legegyszeriibb alakra a kovetkez0 kifejezéseket:

i cosa .
Sina - ctga — SIna-cosa -tga
clga

19. A definici6 alapjan, szdmologép nélkiil szamitsuk ki!

5 . b5x . 5rx T . I
COS— SIn — SIn — COS— Sin —
3 4 6 2 6

16



20. Irjuk fel a trigonometrikus fiiggvények hozzarendelési szabalyat!

a) y b) y ¢) -

T T T -1
2

2 -1

1
SIE
|
|
|
Y‘
Wy
LSIE]
a4
~y
!
B
1
|
&
=
/
oIy
B
>y

21. Abréazoljuk és jellemezziik a fiiggvényt! f(X)=-2 COS(X - %)

22. Abrazoljuk a fiiggvényeket! f(X)=—C0SX f(X)=—cosx+2 f (x) =-3cosx
23. Abrazoljuk a fiiggvényeket! f(X)= tg(x - %] f (x) =sin(x+45°)

24. Oldjuk meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!

V3 V3

sin(x+45°):7 cos(x—60°):7 coszx=% tg’x+5tgx—1=0  7sinx=3

2c05x=+/3 408’ X =sin’X tgx + ctgx = 2 tg(x—%):l
25. Oldjuk meg grafikusan! sinx = cosx

26. Oldjuk meg az egyenleteket grafikusan vagy algebrailag!
2sinx = tgx 3sinx = 2tgx sinx = 2 cosx

27. Oldjuk meg grafikusan az egyenleteket! sin x =% CosX = Y sinx = cos X

Vektorok skalaris szorzata

28. Az ABC egyenl6 szaru, derékszogili haromszogben (a derékszdg C-nél van) a befogdk hossza 1,

az oldalvektorok CA = a, CB=b , BA=c. Szamitsuk ki a kévetkezd szorzatokat!
ab, ac, bc, (a-b)c, (atb)(a-b), (at+b)c

29. Az ABC egységoldalt szabalyos haromszogben az oldalvektorok AB =C, AC = b, BC =a.
Szamitsuk ki a kovetkez6 szorzatokat! ab, ac, bc, (b-c)a, (b+c)a, (b+c)(b-c)

30. Mekkora szoget zarnak be az a és b egységvektorok, ha tudjuk, hogy az 5a-4b és az a+2b vekto-
rok merdlegesek?
17



31. Mekkorak a haromszog szogei, ha a csticsok koordinatai (2, 1), (4, -3), (5, 0)?
32. Szamitsuk ki a kovetkezd vektorok skaléris szorzatat! Az a €s b vektorok altal bezart szoget y
jeloli.

a|=4, |p|=3 y=60° la|=+2, |p|=5, y:%”

la| =10, |b|=2, »=180° la|=5, |b|=10, »=0°
33. Létezik-e harom olyan vektor, amelyekre igaz, hogy a(bc) = (ab)c

34. Szamitsuk ki a két vektor hajlasszogét! |a| =8, |b|=20, ab=12
la|=12, |b|=10, ab=-20 laj=5, |b|=3, ab=15

laj=2, |b|=05 ab=-1 la| =2, |b|=%, ab=+3

35. Legyen a=3i—4] és b=4i+2]. Szamitsuk ki a két vektor skaldris szorzatat és a két vektor
hajlasszogét!

36. Legyen a(3, 2) b(—l, 4). Szamitsuk ki a kovetkez6 szorzatokat!

ab, (at+b)(a-b), (a+%bj(a+3b), (a+b)?, (@a-by

37. Milyen hosszu a két vektor, mennyi a skalaris szorzatuk és mekkora szoget zarnak be?
a=-2i+5], b=6i+3j
38. A kovetkezd két vektor merdleges egymasra. Mennyi az y értéke? a(— 2, 4) b(6, y)

39. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog derékszogi! A(7, 4) B(O, —5) C(— 2, 1)
40. Mekkorék a haromszog szogei? A(-1,—2) B(2,3) C(4,-1), A(4,2) B(1, 4) C(2,-3)
41. Mekkora szoget zarnak be egymassal az (1, 8) és a (6, 2) pontokbo6l az origdba htzott szakaszok?

42. Mekkora szoget zarhat be az a és a b vektor, ha a skalaris szorzatuk
a) pozitiv, b) negativ, c) nulla?

47. Bizonyitsuk be, hogy egy tetszleges paralelogramma oldalainak négyzetdsszege egyenld az atlok
négyzetosszegével.

48. Bizonyitsuk be, hogy a haromszdg stulyvonalainak négyzetosszegének négyszerese egyenld az
oldalak négyzetosszegének haromszorosaval.

49. Mekkorak a haromszdg szdgei, ha a csticsok koordinatai A3, 1) B(2, 4) C(-1,5)?

50. Szamitsuk ki a két vektor skalaris szorzatat és az altaluk bezart szoget!

a(4,3) b(6,8) a(4,-3) b(2,5) a(-2,8) b(12,9)

51. Két vektor koziil az egyik kétszer olyan hosszl, mint a masik. Az altaluk bezart szog 60°, a
skalaris szorzatuk 4. Milyen hosszu a két vektor?
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52. Adott két vektor abszolutértéke €s hajlasszoge. Szamitsuk ki a skalaris szorzatukat!
la|=9, |p|=10, y=73° |d|=4, |p|=13, »=103° laj =18, |b|=06, y=117°45'

53. Szamitsuk ki annak a paralelogrammanak a szogeit, amelynek oldalhosszai 10, illetve 20, az egyik
csticsabdl indulo két oldalvektor skalaris szorzata pedig 184,1.

54. Szamitsuk ki annak a rombusznak az oldalhosszat, amelynek egyik szdge 70°, és az ebbdl
a csucsbol induld két oldalvektor skalaris szorzata 30,22.

55. lgazoljuk, hogy ha 4b — a és 2a — 3b meréleges egymasra, akkor a és b (egyik sem nullvektor)
hegyesszdget zar be egymassal.

56. lgazoljuk, hogy ha a + 2b és 3a + 4b merdleges egymasra, akkor a és b (egyik sem nullvektor)
tompaszoget zar be egymassal.

57. Az adott a és b vektorok egyike sem nullvektor. Igazoljuk, hogy van olyan k valds szam, amelyre
a+kb és a—kb merdleges egymasra.

A sinustétel és a cosinustétel
58. Egy haromszog két oldala 5 és 7, a hosszabb oldallal szemkozti sz6g 50°. Mekkora a rovidebb
oldallal szemkozti szog?

59. Egy haromszog két oldala 2 és 8, a hosszabb oldallal szemkozti szog 45°. Mekkora a rovidebb
oldallal szemkozti szog €s a haromszog harmadik oldala?

60. Egy haromszog két oldala 11 és 12, a rovidebb oldallal szemkozti szog 45°. Mekkora a hosszabb
oldallal szemkozti szog és a haromszdg harmadik oldala?

61. Léteznek-e olyan haromszogek, amelynek oldalai és egyik szoge
a=8cm, a=45 b=2cm a=1lcm, a=45° b=12cm

62. Egy haromszog keriilete 15 cm, szogeinek arany 3:4:5. Hatarozzuk meg a haromszog oldalait és
szogeit.

63. Szamitsuk ki a haromszog ismeretlen oldalait és szogeit, ha a=30Cm, a=42° [=72°
a=24cm, a=120° y=20° b=40cm, c=28cm p[=70°
a=25dm, b=18dm p£=463° c=4,25cm, b=342cm f=39,52°
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64. Egy folyo egyik partjan kijelolt A pontnak a masik parton ¢
fekvd C ponttol valod tavolsagat akarjuk meghatarozni. Az AC

tavolsag azonban kozvetleniil nem mérhetd. Ezért lemérjiik az

abran lathat6 AB tavolsagot €s teodolittal lemérjiik az o és a B

szogeket. Két értékes jeggyel AB =220 m, a = 62°, B ="71°.

Szamitsuk ki az A és a C pontok tavolsagat!

A 220 m B

65. A 47. abran lathato négyszogben AB = 32 m,
a=96° [=120° y=54° Az ABD szog és a DBC szog
aranya 2:3. Szamitsuk ki a négyszog oldalait!

66. A 48. abra szerint egy sik terepre felallitott torony AB 48. A
magassagat akarjuk megmérni. Ehhez felvettiik a sikban fekvo
BCD héaromszoget ugy, hogy CD = 100 m,

BCD <=33° CDB <=35°. A C pontbol az AB 28° emelkedési

szOgben latszik. Szamitsuk ki a torony magassagat!

67. Egy haromszogben ismerjiik két oldal 6sszegét: 20 cm, és az
ezekkel az oldalakkal szemben fekvd 42°-0s €s 86°-0s szogeket.
Mekkorak a haromszog oldalai?

A8
68. Egy haromszog két oldala 5 cm és 6 cm, a kisebbik oldallal ﬁ
szemkozti szog 35°. Mekkorak a haromszog ismeretlen szogei? 33° 35°
T6bb megoldas is lehet. ¢ 100 m D

69. Egy szabalyos haromszog oldalai 30 cm hosszuak. Osszuk az egyik szoget két egyenessel harom
egyenld részre. Mekkora részekre osztjak az egyenesek a szoggel szemkdzti oldalt?

70. Egy haromszog egyik szoge 64,6°, ennek a szognek a szogfelezdje 18,54 cm, és a szOg cstcsabol
kiindul6 magassag 17,82 cm. Mekkorak a haromszdg oldalai és ismeretlen szogei?

71. Egy altalanos trapézbdl ismerjiik a hosszabbik parhuzamos oldalt, 48 cm, a két szarat (24 és 36
cm), az alap és a 24 cm-es oldal altal bezart szoget, 63,8°. Mekkora a trapéz negyedik oldala és
mekkorak az ismeretlen szogei?

72. Az A és B megkozelithetetlen helyek tavolsagat kell meghatdrozni. Az AB szakaszon fekvd C

pontbol kiindulé 500 m CD alaptavolsagot vessziik fel, lemérjiik C-nél és D-nél a kdvetkezd szogeket:

ACD <=76°30' ADC «=74°42" CDB <=35°30". Mekkora az AB tavolsag?

73. Két egyenes vasuti palya egymast 37°15° szOg alatt metszi. A keresztezéstdl a legkdzelebbi
Orhazig a tavolsag az egyik palyan 135 m, a masikon 243 m. Mennyire van egymastol a két drhaz?
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74. Mekkora szog alatt latjuk két maganyos fa tavolsagat olyan pontbodl, amely az egyik fatol 250
méterre, a masiktol 220 méterre van, ha a két fa tavolsdga egymastol 150 méter?

75. Egy paralelogramma szomszédos oldalai 24 dm és 16 dm hosszuak, az altaluk bezart sz6g 48°26°.
Milyen hosszu a két atlo?

76. Egy haromszog két oldala 9 cm és 15 cm hosszu. A nagyobbik oldalt felez6 sulyvonal 12 cm.
Mekkora a haromszog harmadik oldala?

77. Egy haromszog két oldala 82 cm és 56 cm hosszu, az altaluk bezart szog 98°26°. Mekkora a
harmadik oldalhoz tartozé sulyvonal?

78. Egy konvex altalanos négyszog oldalai sorban 7 cm, 3 cm, 5 cm és 6 cm hosszuak. A 6 és 7 cm-
es oldalak altal bezart szog 41°54°. Szamitsuk ki a négyszog ismeretlen szogeit!

79. Egy konvex altalanos négyszog két szomszédos oldala 4 cm és 5 cm hosszu, az altaluk bezart
sz0g 140°. A 4 cm-es oldalon fekvd masik szog 100°, az 5 cm-es oldalon fekvé masik szog 80°.
Mekkorak a négyszog ismeretlen oldalai?

80. Egy haromszog egyik oldala 5 cm, a masik két oldal 6sszege 8 cm és az 5 cm-es oldallal szemben
fekvo szog 60°. Mekkora a masik két szog, és mekkordk az ismeretlen oldalak?

81. Egy haromszog egyik oldala 6 cm, a masik két oldal kiilonbsége 4 cm, ¢és a 6-cm-es oldallal
szemkozti szog 75°. Mekkordk a haromszog ismeretlen oldalai és szogei?

82. Egy altalanos haromszogben az egyik oldala 34 cm, a hozz4 tartoz6 sulyvonal 18,2 cm, a 34 cm-
es oldalon fekvo egyik szog 32°25°. Mekkorak a haromszog oldalai és szogei?

83. Szamitsuk ki a haromszog ismeretlen oldalait és szgeit, ha a=12¢cm, b=20cm y=40°
b=134cm, c=185cm «a=110° a=24cm, b=25cm c=30cm

a=19cm, b=12cm c=9cm b=20cm, c=25cm «a=60°

84. Egy hiirnégyszog harom egymas mellett fekv oldala a=18cm, b=8cm c=7cm,azaésb
oldalak altal bezart szog 60°. Szamitsuk ki a negyedik oldalt!

85. Egy konvex négyszog harom egymas utani oldala 15 cm, 13 cm és 8 cm. Az els6 két oldal kozotti
sz0g 85,75°, a masodik és a harmadik oldal k6zotti szog 74,33°. Mekkorak a négyszog ismeretlen
szOgei €s oldalai?

86. Egy haromszogben az egyik oldal hossza 18 cm, a hozza tartozé sulyvonal hossza 10 cm, az
oldalon levo egyik szog 36,28°. Mekkorak a haromszdg ismeretlen oldalai és szogei?

87. Az ora kis- €s nagymutatdjanak végpontja kettd orakor 13 cm, kilenc érakor 17 tavolsagban van-
nak. Milyen hossztiak a mutatok?

88. Legyen egy haromszog egyik szoge 118°24'. A szdg csucsabol induld 5 és 7 cm hosszu és a

szemkozti oldalon végzddo szakaszok az adott szoget hdrom egyenld részre osztjdk. Mekkorak a
haromszog oldalai és szogei?
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89. Egy haromszdgben a + b = 122 cm, b = 76 cm, ¥ =138°52'. Mekkorak a haromszog ismeret-
len oldalai és szogei? (c-vel szemben vy szog van)

90. Egy haromszogben két oldal dsszege a+b=20 cm, a veliik szemkozti szogek o =42°, =84°.
Mekkorak a haromszog oldalai?

91. Egy trapéz két parhuzamos oldala 48,36 cm ¢és 13,41 cm, az egyik szar 57,82 cm hossza. Ennek
a nagyobb alappal bezart szoge 68°18'. Mekkorak a trapéz ismeretlen szogei és a negyedik oldal?

92. Egy haromszogben az egyik sz0g o =12°24', egy masik szdggel szemkdzti oldalhoz (b) tartozo
stlyvonal s,=81,25 cm, a b oldalnak a c oldalra vett merdleges vetiilete 136 cm. Mekkordk a

haromszog oldalai és szogei?

Addicios osszefiiggések

93. Az addicios Osszefliggések alapjan hozzuk egyszeriibb alakra.
sin(90° + )  cos(90° + &) sin(90°—a) cos(90° — ) sin(180°+ ) sin(180° )

94. Az addiciods Osszefliggések alapjan hozzuk egyszeriibb alakra!
tg(45° +a) tg(45°—a) sin(er+60°)+sin(a—60°)  cos(45° +a)+sin(45° - a)
sin o + sin(a +120°) + sin(a + 240°)

95. Az addicios Osszefliggések felhasznalasaval oldjuk meg az egyenleteket!

. (T T . T T
sin| =+ x |=cos| x— = sin| X — = | =cos X +—
(6 j ( 6j ( 3] ( 6)

96. Alakitsuk at a kovetkez6 kifejezéseket ugy, hogy a 2x-re vonatkozé addicios Osszefiiggéseket
alkalmazzuk.

5|n_2x CoS2X + 2sin? x (sin x + cos x)* —sin 2x LZ)_(—COSX
2sin X COS X —sin X
97. Lassuk be, hogy a kovetkez6 egyenldségek azonossagok!
sin2a gt 1+cos2a 1+cos2a to? cos2a tga
= Z2C =C =
sin? o 8¢ sin2a 1—cos2a &8¢ 14+cos2a tg2a
- . ) . 2tgo .
2sin“a - ctga =sin2a 2cos“o-tgo =sinZ2a =sinZ2a
1+ tga
98. Az addicios Osszefiiggések felhasznalasaval oldjuk meg az egyenleteket!
sin(60° — x) = 2sin x cos(30° — x)=3sin x cos2x=sinx  sin2x+cos? x=1
COS 2X

sin2x—cosx=0 3sin 2X =2c0s X sin 2x = 2sin X sin x =
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99. Az addicids dsszefiiggések felhasznalasaval oldjuk meg az egyenleteket!
12sin?x — 2cos?x = 3co0s2x 2sin2x = tgx sin2x = tgx

100. Milyen messze van a derékszog csucsatol az egység befogodju egyenld szaru derékszogi harom-
szognek az a P belsd pontja, amelybdl az egyik befogd 90 fokos, a masik befogd 120 fokos szogben
latszik?

101. Egy haromszog alapjat a hozza tartozd magassag egy 9 és egy 4 cm-es darabra bontja. A harom-
szognek az alap 4 cm-es darabja mellett levo szoge kétszerese a 9 cm-es darabon fekvé szognek.
Mekkorak a haromszog szogei, ¢s mekkora az alaphoz tartozé magassag?

102. sinx +cosx =1 Sin X + Cos X = /2 J3sinx—cosx=1 sin x ++/3cos x =2

103. Egy haromszdg egyik oldala kétszer akkora, mint a masik. Koziilik az egyikkel szemben 15
fokkal nagyobb szog van, mint a masikkal szemben. Mekkorak a haromszog szogei?

Trigonometrikus egyenletek

Oldjuk meg az egyenleteket:

104. sinx:—g sin(x—%)=0,5 sin2x =1

105. sinx-(sinx-1)=0  cos*X—cosx=0 coszx—sinzx:% sinzx:g

106. Sin x-ctgx=0 sin x-tgx - ctgx =0 3ctgx=2c0sX
107. 4sin® x+2sinx—1=0 2sin® x=5sinx+2=0 2C0S° X+C05X—2=0
cos? x—sin? x :% 4¢0s® x =sin’ x sin 4x = sin 3X COS2X = COS X
T
108. c0s2x = cosx c0s10x = cos2x Cosbx = cos(x - ZJ

109.2°""* =sinx  Igsinx—Ig cosx:%lg3 sin®x—cos* x=-2cosx  sin2x+cos2x = -1

110. 4sinzx = 4x> —4x—5  cosx=x"+1  4sinaxx=x*-x+45  sin8x=tg4x
111. ctgx+cosx—cosx-ctgx—1 =10 S5sinx-tgx —sinx —5tgx+1=0

112, cos2x =1+sin3x (3—sin 6x)1+sin 2x)=9

113.  sin3x-sin x:% cos3x+2cosx=0 (122) 3sin? x —4C0s” X =Sin XCoSX

114.  sin3X+Cos3x =~/2 COS2X = COSX c0s10x = cos2x
. T . 3 1
115. sin| 10x+— |=sin| 2X+— COSX+——=25
2 2 COS X
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) 1
116. SinXx-tgx=—+ 134.) OS> X —35iN XCOSX +2sin X =0
g 2\/5 (134))

117.  tg?x + 4sin?x—3 =0 8sin”x—7cos’ x =8

118. Oldjuk meg ezt a gyonyorii egyenletet: X' + x99 =2

Vegyes trigonometriai feladatok

119. Mi a kovetkez0 kifejezés értelmezési tartomanya? Ig+1—cos? zx

120. Lassuk be, hogy egy haromszdg akkor és csak akkor derékszogli, ha a szdgei kozott fennall,
hogy sin® a+sin® f=sin’y.

121. Lassuk be, hogy ha egy haromszdgben %z Ez—g, akkor a haromszog egyenld szari vagy

derékszogi.

122. Lassuk be, hogy ha egy haromszog szogei kozott fennall a % = 2 cos a 0sszefliggés, akkor a

haromszog egyenld szaru.

123. Egy egyenes utbol 35°48' szog alatt balra egy mellékut agazik el, 20 km-re messzebb egy masik
mellékat jobbra agazik el 30°-0s szog alatt. Az els6n 40 km-t, a masodikon 25 km-t haladva egy-egy
kozségbe ériink. Milyen messze van a két kozség egymastol?

124. Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszogben tgA-sin®y =tgA-sin® B, akkor a haromszog
egyenlo szara vagy derékszogl.

125. Egy haromszog két oldala 13,2 cm és 28,5 cm. Az altaluk bezart szog 65,2°. Mekkora a harom-
sz0g teriilete?

126. Egy paralelogramma két oldala 14 cm és 16 cm hosszu. Az altaluk bezart sz6g 53°. Mekkora a
paralelogramma teriilete?

127. Egy paralelogramma két atloja 32,5 cm és 43,8 cm hosszu. Az altaluk bezart szog 62°. Mekkora
a paralelogramma teriilete?

128. Egy haromszog teriilete 715 m2. Egyik oldala 53,4 m, és az ezen az oldalon fekvd egyik szoge
38,8°. Mekkorak a haromszdg ismeretlen oldalai és szogei?

129. Egy altalanos haromszdgben az egyik oldal 34 cm, a hozza tartozé sulyvonal 18,2 cm, az egyik
rajta fekvo szog 32°25". Mekkorak a haromszog oldalai és szogei?

130. Adjuk meg a kifejezések értelmezési tartomanyat!

Jtg—1

ctglgx lg+/1 — cos?mx

tgcosx
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131. Egy altalinos haromszogben a°+b®=6514, ab=3015 y =67°45. Mekkorak a
haromszog oldalai és szogei?

132. Bizonyitsuk be, hogy minden olyan x-re, amelyre ctg x értelmezve van, teljesiil, hogy
ctgx —sin2x = ctgx - cos 2X

133. Egy haromszogben ismerjiik két oldal kiilonbsége 6 cm, és az ezekkel az oldalakkal szemkozti
szogek 32,6° és 75,8°. Mekkordk a haromszog oldalai?

134. Lassuk be, hogy a + L > 2, ha a pozitiv szam.
a

135. Az el6z6 feladat eredményét felhasznalva oldjuk meg: 2COS§ =2"4+2"

136. Hatarozzuk meg y értékét ugy, hogy a(-12,4) és b(6,y) vektorok egymasra merdlegesek
legyenek.

137. Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezd harom pont derékszogii haromszoget hataroz meg:
A(7,4),B(0,-5),C(—2,1)

138. Egy haromszog teriilete 84 négyzetcentiméter, két szogének nagysaga 67,38°, illetve 53,13°.
Hatdrozzuk meg a hdromszog oldalainak a hosszat.

139. Egy haromszog keriilete 14 cm, két szoge 43,8°, illetve 64,7° . Mekkorak a haromszog oldalai?

140. Egy trapéz alapjai 120 m, illetve 75 m hosszuak, szérai 52 m, illetve 86 m hosszuak. Mekkorak
a trapéz szogei?

141. Egy konvex négyszdg harom egymas utani oldala 15 cm, 13 cm és 8 cm. Az elsd két oldal k6zotti
sz0g 85°45’, a masodik és a harmadik oldal kozotti szog74°20'. Mekkorak a négyszog ismeretlen
szOgei €s oldalai?

142. Egy haromszog két oldaldnak kiilonbsége 3 cm, ezen oldalak altal bezart szog 36,88°. A harom-
sz0g teriilete 20 cm2. Mekkorak a haromszog oldalai?

a2 2 (c)2
143. Lassuk be, hogy @ +G) 6

ctgotcteBrctey mindig megadja a haromszog teriiletét.

144. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az egyenletet:

cos?x+4 _ —3cosZx+3sinx—4

sin?x—4 cos2x+3

145. Sik talajon az 5 méter magas, fliggélegesen allo oszlop teteje a sik A pontjabol 6,5°a B pontjabol
pedig 5,6°emelkedési szogben latszik. Az oszlop tetejérdl az AB tavolsag 80°-0S latdszog alatt
lathato. a) Irjuk le réviden, hogy hogyan hatiroznink meg az ABC haromszog teriiletét (C az oszlop
alja), ha az AB hosszat ismernénk. b) Mekkora az AB tavolsag?

146. Mekkora szoget zarnak be az a és b egységvektorok, ha tudjuk, hogy az 3a+2b és az a-2b vek-
torok merdlegesek?
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147. Az a és b egyenl6 hosszasaga vektorok 120 fokos szoget zarnak be. Mekkora szoget zarnak be
az a-2b és az 5a+4b vektorok?

148. Az ABC haromszog stlypontja koriil szerkessziink egy r sugarti kort. Bizonyitsuk be, hogy a
kor keriiletének barmely P pontjara PA? + PB? + PC? 6sszeg ugyanakkora.

149. Az ABC haromszdg oldalaira kifelé az ACED ¢és a BCFG négyzeteket rajzoltuk. Igazoljuk, hogy
ha az AB oldal felez6pontja H, akkor a CH egyenese merdlege EF egyenesére ¢s EF = 2CH.

150. Az a(4, —3) és b vektorok 45 fokos szoget zarnak be. Adjuk meg a b vektor els6é koordinatajat,
ha a mésodik koordinataja —7.

151. Irjunk fel egy olyan vektort, amely az a(12, 5) és a b(4, -3) szogfelez6jének iranyaba mutat.
. . . T . g

153. sin3x = sin2x sin (x — Z) = sin (ZX + ;) tghx = tgx

154. 2sinx — 3sinxcosx + cos?x = 0 /3sinx — cosx = V3

155. Mely konvex a szogekre van két valos gyoke ennek az egyenletnek?

(2cosa+ 1) - x? — 4x + 4cosa— 2 = 0

IV. Sorozatok

1. Irjuk fel a sorozatok elsé négy elemét!

{3n -2} {Zn — 3} {sin % n} {log, n} {n”} {log, n}

n+1
2. Adjuk meg képlettel azt a sorozatot, amelynek els6 néhany eleme
1,35,7,09.. OEggi 1,§,2,§,3,... 0, 2,6,12, 20,...
4 6 8 10 2 2

3. Hanyadik eleme a sorozatnak a 167

W) {3 ks e

4.A2,5,8,11, 24, 17,... végtelen sorozatban mely szdmok szerepelnek a kovetkezok koziil?
634, 1205, 576 309, 46 028.
Amelyik szdm el6fordul a sorozatban, az hanyadik tagként szerepel benne?

5. Melyik az ezredik paratlan szam? 9. frd fel a sorozatok elsé ot tagjat! a_=3n+4
. ) n(n+1)
6.Az5,9,13,17, ... sorozatnak mi a 6000-edik Ch = >
tagja? n
10. Mi a sorozat hetedik tagja? b, = ——.
7. Melyik az n-edik pératlan szam? n+1
11. Szerepel-e aza, = n* + 2n sorozatban a
8. Melyik a (3n+5)-dik paratlan szam? 9407
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12. Adjuk meg a sorozat elsO Ot tagjat és 15. Adjuk meg a sorozat szazadik tagjat:
fejezziik ki a,-etn-nel: a, =4, a , =2a, a,=2 a,=a,
13. Adjuk meg a sorozat 6todik tagjat és 16. Adjuk meg a sorozat
fejezziik ki a,-etn-nel: a, =1, a,,=n-a, haromszazharmincharmadik tagjat:
1

. . a1:91 an+1:_
14. Adjuk meg a sorozat nyolcadik tagjat: a,
a1:7’ an+1:an +n

17. Egy gyar évi termelése egy-egy év alatt 20%-kal csékken, 10%-kal nd, tovabba 30%-kal nd, de
nem feltétleniil ebben a sorrendben. Milyen sorrendben kdvetkezzenek ezek be, hogy a negyedik évre
a lehet6 legnagyobb termelés j6jjon ki?

18. Egy téglalap egyik oldalat 20%-kal csokkentjiik. Mennyivel néveljiik meg a masik oldalt, ha azt
akarjuk, hogy a teriilete valtozatlan maradjon?

19. Egy gép ar at elészor 70%-kal felemelték, majd a felemelt arat 40 %-kal csokkentették. Az igy
kapott ar hany szazalékkal tobb az eredetinél?

20. Egy o6ra arat 20%-kal felemelték, majd a felemelt arat 20%-kal csokkentették. Az igy kapott ar
hany szézaléka az eredetinek?

21. Egy luxuscikk arat valahany szazalekkal megemeltek, majd miutan igy nem volt elég kelendd, a
felemelt arat ugyanannyi szazalékkal csokkentették. Igy végiil feleannyiba keriilt, mint eredetileg.
Hany szazalékos volt a két arvaltozas?

22. Egy dusgazdag fiatalember — kezében a 100 000 dollaros apai 6rokséggel —elment Monte Carloba
szerencsét probalni, Az elsé nap még csak 1 dollart vesztett, de attdl kezdve minden nap éppen 2

dollarral vesztett tobbet, mint az el6z6 nap. Mennyi i1d6 alatt fogy el a 100 000 dollar?

23. Egy sorozatban a, =3, a,,; =a, +2n. Fejezziik ki az n-edik tagot n-nel.

24. Egy sorozatban a, =3, a, =4, a,,, =4a,,; —a,. Mennyi a tizedik és az ezredik tag?

25. Tudsz-e mondani olyan szigoruan monoton névo sorozatot, amely korlatos?

26. Adj példat olyan korlatos sorozatra, amelyben sem legnagyobb, sem legkisebb elem nincs.

27. Konstrualjunk egy olyan, pozitiv egész szamokbol all6 H halmazt, amelyre igaz, hogy n akkor és
csak akkor eleme H-nak, ha n+3 nem eleme a halmaznak. (n pozitiv egész szam) Hany ilyen halmaz

van?

28. Mennyi az elsd n db kett6-hatvany Osszege és szorzata?
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Szamtani sorozatok

29. Hatarozzuk meg annak a szdmtani sorozatnak az els6 tagjat, amelynek masodik és harmadik tagja

a+la+3 3-2a,1-2a a-12a-3
30. Hatarozzuk meg az a paraméter értékét uigy, hogy a kovetkezd harom szam egy szamtani sorozat
harom egymast kovetd eleme legyen.

1a4 a-la+12 —2,a+l4d4a 1 -aa’

31. Hatarozzuk meg a szamtani sorozat elsd hat elemét, ha a masodik és hetedik eleme
2,7 1,6 2,-3 —2x%,3x°

32. Hatarozzuk meg a szamtani sorozatok keresett elemét!

a=3 a =11 a, =" a=-1 a,=7 a;=" a, =2 a,=-1 a,="
33. Hatarozzuk meg a szdmtani sorozatok els6 elemét €s differenciajat!

a +a, =16 a,—a; =3 a,—a,=1 & +a, +8; =385

a,+a, =24 a,+a, =11 a,, = 23y, a22 =a,

34. Egy szamtani sorozat elsé két tagjanak 6sszege 7, harmadik és negyedik tagjanak Gsszege 19.
Hatarozzuk meg a sorozat els6 négy tagjat.

35. Egy Ottagu szamtani sorozat tagjainak dsszege 180, a negyedik és 6todik tag 6sszege 81, Hatarozd
meg a sorozat tagjait!

36. Bizonyitsuk be, hogy az a, = 7/n—1 sorozat szamtani sorozat!

37. Hatarozd meg az elsé n db paratlan természetes szam 6sszegét!

38. Hatarozd meg az els6 a) 20 darab, b) 30 darab 3-mal osztva 2 maradékot ado pozitiv egész szam
Osszegét!

39. a) Egy 20 tagh szamtani sorozat elsd tagja 7, az utolso tag 77. Mennyi a tagok 0sszege?

b) Egy szamtani sorozat 32. tagja 150, 34. tagja pedig 156. Mennyi a 35. tag? Hanyadik tagként
szerepel a 180?

c) Egy szamtani sorozat els6 5 tagjanak 6sszege 60. Mennyi a sorozat harmadik tagja?

d) Egy szamtani sorozat els6 11 tagjanak Osszege 1. Megéallapithato-e ebbd1 a sorozat valamelyik
tagjanak az értéke?

e) Egy szamtani sorozat harmadik tagja 4, szazadik tagja 6. Mennyi az 6todik tag?

f) Egy haromszog szdgei szamtani sorozatot alkotnak. Lehet-e ebbdl kovetkeztetni a haromszog
valamelyik szogének nagysagara?

g) Egy szamtani sorozat hetedik és negyedik tagjanak kiilonbsége 15. Mennyi a 102-edik és a 97-edik
tag kiilonbsége?

40. Szamitsuk ki a szadmtani sorozat elsd n tagjanak 0sszegét, ha

a,=10 d=2 n=50 a,-2 d=-2% n-10 a =24 a,=27 n=15
9

41. Szamitsuk ki a négyjegyli természetes szdmok Osszegét.
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42. Melyik az a szamtani sorozat, amelyben els6 6t tag dsszege 60 és ezek szorzata 122 8807

43. Hany elemet kell Osszeadni a szamtani sorozatban, hogy 7+19+31+43+...4+a, =18205
legyen?

44. Az {1 + 3n} sorozatban az els6 tagtdl kezdve hany tagot kell 6sszeadni, hogy az 6sszeg legalabb
1000 és legfeljebb 1200 legyen?

45, Tktassunk 8 és 50 k6zé nyolc szamot gy, hogy a tiz szdm szamtani sorozatot alkosson!
46. Szamitsuk ki a 4000-nél nem nagyobb &s 25-tel nem oszthato pozitiv egész szamok 0sszegét!

47. Egy szamtani sorozatban a, =—210 a_ = 228, a kozbiilsé tagok 6sszege 45. Irjuk fel a sorozat
elso tagjat!

48. Egy szamtani sorozatban @ =n d =5 S _=-6. Irjuk fel a sorozat elsd n tagjat!

49. Egy szamtani sorozat 6tddik és kilencedik tagjanak 6sszege 14, a harmadik és hatodik tag 6sszege
pedig 24. Melyik sorozatrol van sz6?

50. Egy szamtani sorozat masodik és 6todik tagjanak szorzata —20. A harmadik és a hatodik tag
Osszege 5. Mennyi a sorozat elsé tagja és a differencidja?

51. Egy szamtani sorozat els6 3 tagjanak 6sszege 15, szorzata —120. Melyik sorozatrdl van sz6?

52. Ez egy négyezer éves feladat az egyiptomi matematikabol. Osszunk szét 6t ember kozott 100
cipot ugy, hogy a masodik ember ugyanannyival kapjon tobbet az els6nél, mint a harmadik a
masodiknal, a negyedik a harmadiknal és az 6todik a negyediknél. Még azt is megkivanjuk, hogy a
harom legnagyobb rész egylittesen 7-szer annyit tegyen ki, mint a két legkisebb Osszege.

53. Mennyi azon 3 nevezdji tortek dsszege, amely tortek értéke 100-nal nem kisebb és 200-nal nem
nagyobb?

54. Egy 6 tagu szamtani sorozatban a tagok 0sszege 90, és a legkisebb tagnak épp kétszerese a leg-
nagyobb. Melyik szdmtani sorozatrdl van sz6?

55. Egy sokszdg szdgei nagysag szerinti sorrendben: 120°, 125°, 130°,... Hany oldala van a sokszdg-
nek?

56. Mennyi az n értéke, ha egy szamtani sorozat differencidja 3, az els6 elem n és az elsé n elem
Osszege 235.

57. Egy szamtani sorozat differenciaja 0,5. Az els6 n elem Osszege 81. Az els6 n+4 elem 6sszege 124,
Mekkora az n értéke, és mi a sorozat elsd tagja?

58. Egy haromszog — amelynek van 120°-os szoge — oldalai szamtani sorozatot alkotnak. Hatarozzuk
meg az oldalak aranyat!

59. Egy szamtani sorozat els6 100 tagjanak dsszege 103, a kdvetkezd 100 tag 6sszege 300. Mennyi a
sorozat elso tagja ¢és differencidja?
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60. Bizonyitandd, hogy ha egy szamtani sorozat elsé 9 elemének 0sszege harmada a kovetkezd 9
elem Osszegének, akkor az els6 99 elem Osszege is harmada a kdvetkezd 99 elem 6sszegének. Hogyan
lehetne ezt az allitast altalanositani?

61. Bizonyitsuk be, hogy 17 szomszédos szam 6sszege oszthato 17-tel!
lgaz-e az allitas 17 helyett 16-ra?

62. Tudsz-e mondani harom olyan szamot, amelyek nem fordulhatnak el ugyanabban a szamtani
sorozatban, azaz nincs olyan szamtani sorozat, amelyben mindharom szam szerepel?

63. Egy monoton n6vo (végtelen) szamtani sorozatnak eleme a 3 és az 5. Dontsd el az alabbi hét szam
mindegyikérdl, hogy az A, B, C allitasok koziil melyik igaz ra.

A hét szam: 111, 222, 9%, 1001, V250 , —7, 10

A: biztosan szerepel a sorozatban
B: biztos, hogy nem szerepel a sorozatban
C: sem A, sem B nem teljesiil.

64. Adj meg két szigortian monoton nové (végtelen) szamtani sorozatot gy hogy a) ne legyen k6zos
elemiik, b) csak egy kozos elemiik legyen!

Mértani sorozatok

65. Hatarozzuk meg a mértani sorozat elsé harom tagjat, ha

a1:4,q:2 a6:1’q:% a5:—2,q:—% a8:281q:_2

66. Mekkora lehet a mértani sorozat hanyadosa, ha adott a kdvetkezd két tagja?

8.221 8.528 a&sz\/E a7=\/§ 8.321 8921 3-5:210 a8:42
67. Adjuk meg a mértani sorozat keresett elemét, ha ismerjiik masik két elemét!
=3 a,=4 a,=" a=2 a,=8 a,="? aﬁ% a; =16 a,="?
1
as ~8 =8 a,="?
68. Adjuk meg a mértani sorozat két eleméhez a kozbeesdket, ha a, =1 a, =1000
a,=1 a =1000 agz_g a7:—% a =2 a,=2

1
69. Szamitsuk ki a mértani sorozat 6tédik tagjat, ha tudjuk, hogy & = a gq= a12

70. Hatarozzuk meg az a paraméter értékét uigy, hogy a kovetkezd harom szdm egy mértani sorozat
harom egymast kovetd eleme legyen.

1,va+1,2 a-1,41 a-1,2a+1 a2,2a,ﬂ lL,a+1a*-9

a

71. Hatarozzuk meg a mértani sorozat elsé tagjat, a hanyadosat és az elso tiz tag 9sszegét,

ha a, =10 a; =270!
72. Egy mértani sorozat elsé tagja 2, az n-edik tag 32, az elsd n tag 6sszege 22. Irjuk fel a sorozat elsd
négy tagjat!
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73. Egy mértani sorozatban a, +a, =a, —a, =48. Az elsé tagtol kezdve hany tagot kell 6sszeadni,
hogy az 6sszeg 1024 legyen?

74. Hatarozzuk meg a mértani sorozat elso tagjat és hanyadosat

!a1+a2=6 a;—a, =80
a+a, =24 a; +a, =10

75. Egy mértani sorozat elsé tagja 7, hanyadosa 5. a) Szerepel-e a sorozatban 10-nek valamilyen
hatvanya? b) A sorozat hanyadik tagja lesz harmincjegy(i?

76. a) Egy mértani sorozat 79-edik tagja 150, a 80-adik tag 300. Mi a 82-edik tag?

b) Egy mértani sorozat 120-adik tagja 25, 122-edik tagja 100. Mi a 125-6dik tag?

d) Egy mértani sorozat 77-edik tagja 160, 80-adik tagja 40. Hanyadik tagként szerepel a 2,5?
e) Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak szorzata 64. Mi a masodik tag?

77. Egy mértani sorozat els6 eleme 243, n-edik eleme —32, az els6 n elem Gsszege 133, Meghataro-
zando a sorozat masodik tagja.

78. Egy mértani sorozat els6 3 tagjanak 6sszege 19, a harmadik tag 5-tel nagyobb az elsénél. Melyik
sorozatrol van sz6?

79. Egy 7 tagli mértani sorozat els6 4 tagjanak 6sszege 15, az utolso 4 tag 6sszege pedig 120. Melyik
ez a sorozat?

80. Egy négytagli mértani sorozat két sz¢&ls6 tagjanak Osszege 26, a két k6zépsd Osszege —6. Mi a
sorozat elso tagja és hanyadosa?

81. Egy mértani sorozat els6 négy tagjanak 0sszege 2, az elso 8 tag dsszege 34, Mennyi a sorozat elsé
tagja és hanyadosa?

82. Tudsz-e mondani harom olyan szamot, amelyek nem fordulhatnak elé ugyanabban a mértani so-
rozatban (vagyis nincs olyan mértani sorozat, amelyben mind a harom szam szerepel)?

83. Szamitsuk ki a mértani sorozat elsé 6t tagjanak osszegét!

a=20q=3 a1=%,q=—1 a=30q=-2 a,=10,q9=3
84. Jeloljiik a mértani sorozat elsé n elemének Osszegét S, -nel. Hatdrozzuk meg a mértani sorozat

elsd tagjat!  =2,S,=31 q=-2,5,=66 a,=9a, S,=49 S,=60,S, =63

85. Egy mértani sorozatban az els6 harom tag 6sszege 39, a szorzatuk 729. Hatarozzuk meg az elso
tagot és a hanyadost!

86. Egy derékszogli haromszog oldalainak mérészdmai mértani sorozatot alkotnak. Szamitsuk ki a
haromszog szogeit!

87. Egy mértani sorozatban a,a, =2304 a, +a, =120. Hatarozzuk meg a mértani sorozat elsé
tagjat és hanyadosat!

88. Egy szerszamgép vételara 5 420 000 Ft. A gép a hasznalat kovetkeztében kopik. Mennyit ér a gép
Ot év mulva, ha az értékébdl minden évben az el6z6 évi érték 8%-at leirjak?

89. Egy erd6 faallomanya 200 000 m® volt. Tizendt éven 4t atlagosan 5%-kal novekedett. A 15. év
végén ritkitas volt, és kivagtak a faallomany 10%-at. Ett6l kezdve az évi névekedés 8%-0s lett. A 18.
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és 20. év végén ismét ritkitas kovetkezett. Ot szazalékos ndvekedés és 10%-is ritkitas mellett hany

m? fat termeltek ki a harom ritkitas alkalméaval?

90. Egy mértani sorozatban az els6 harom tag 0sszege 7, az 6tddik, hatodik és hetedik tag 0sszege

% . Hatarozzuk meg az els6 tagot €s a hanyadost!

91. Adjunk meg olyan szigoruan csokkend mértan sorozatot, amely legalabb szaz tagjanak a recipro-
kat is tartalmazza.

92. Lehet-e egy nem konstans mértani sorozat minden tagja négyzetszam?

93. Adjunk meg olyan szigorian monoton ndvekedd mértani sorozatot, amelynek végtelen sok raci-
onalis €s végtelen sok irracionalis tagja van!

94. Adjunk meg olyan mértani sorozatot, amelynek a 0 nem eleme és barmely két szomszédos
tagjanak az 0sszege a tagokat kovetd elemmel egyenld.

Vegyes feladatok szamtani és mértani sorozatokkal
95. Harom szam egyszerre alkot mértani és szadmtani sorozatot. Hatdrozd meg az sszes ilyen soro-
zatot!

96. Harom szam szamtani sorozatot alkot, dsszegiik 45. Ha az elsé szdmhoz 2-t, a masodikhoz 3-at,
a harmadikhoz 7-et hozzaadunk, mértani sorozatot kapunk, Mi volt a harom szam?

97. Harom szdm mértani sorozatot alkot. Osszegiik 37. Ha az els6 szamhoz 5-6t, a masodikhoz 4-¢t,
a harmadikhoz 2-t hozzaadunk, szamtani sorozatot kapunk. Melyik harom szambdl indultunk ki?

98. Harom szam mértani sorozatot alkot. Ha a harmadik szdmot 3-mal csdkkentjiik, szamtani soroza-
tot kapunk, Ha még az els6 szdmot is csokkentjiik 1-gyel, ismét mértani sorozathoz jutunk. Mi volt
az eredeti harom szam?

99. Tegyiik fel, hogy a,,a,, a,,... pozitiv tagokbol all6 mértani sorozat. Biztosak lehetiink-e abban,

hogy lga, szdmtani sorozat? Es abban, hogy /@, mértani sorozat?

100. Harom szdm szamtani, a reciprokaik mértani sorozatot alkotnak. Adjuk meg az dsszes ilyen
szdmharmast!

101. Harom szam szamtani, a négyzeteik mértani sorozatot alkotnak. Adjuk meg az Osszes ilyen
szdmharmast!

102. Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak dsszege 30. Ha az els6 és a masodik tagot valtozatla-

nul hagyjuk, akkor egy mértani sorozat elsé harom tagjat kapjuk. irjuk fel a szamani sorozat els6 ot
tagjat!
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103. Egy szamtani és egy mértani sorozatnak kozds az elsé két tagja. A mértani sorozat harmadik
tagja 4-gyel nagyobb a szamtani sorozat harmadik tagjanal, és 8-cal nagyobb a mértani sorozat elsé
tagjanal. Irjuk fel mindkét sorozat elsd ot tagjat!

104. Egy szamtani sorozat els6 harom tagjanak 6sszege 15. Ha az els6 taghoz 1-et, a masodikhoz 4-
et, a harmadikhoz 19-et hozzaadunk, akkor a kapott szamok egy mértani sorozat egymast kovetd
tagjai. Irjuk fel a szamani sorozat els6 harom tagjat!

105. Egy szamtani sorozat elsd 6t tagjanak 0sszege 65, a kdvetkezo ot tag Osszege 215. Hatarozzuk
meg a sorozat elso tagjat és kiilonbségét.

106. Egy szamtani sorozat elsd 6t tagjanak 0sszege 25. Az elsd, a masodik és az 6todik tag egy mér-
tani sorozat egymast kdveto tagjai. Melyik az a szdmtani sorozat?

107. Egy szamtani sorozat masodik és nyolcadik tagjanak 6sszege 2, kilencedik és harmadik tagjanak
kiilonbsége 24. Mennyi az elso tiz tag dsszege?

108. Egy mértani sorozatban 85 —a, =3 és a; —a, =—3. Hatarozzuk meg e sorozat az elsd tagjat.

109. Van-e olyan mértani sorozat, amelynek az 1, a 2 és a 3 is tagja?

110. Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak dsszege 35. Ha a harmadik szdmot 6ttel csokkentjiik,
egy szamtani sorozat els0 harom tagjadhoz jutunk. Hatarozzuk meg a mértani sorozatot.

111. Egy orszagban ma a lakossag 15 millio, 100 évvel ezeldtt 10 millié volt. Hany szazalékos az évi
atlagos szaporulat?

112. Egy mértani sorozat elsd harom tagjanak Osszege 52. Ha az els6 ¢és a harmadik taghoz 2-t, a
masodikhoz 10-et adunk, akkor egy szamtani sorozat szomszédos elemeihez jutunk. Hatarozzuk meg
a mértani sorozat hanyadosat!

113. Egy pozitiv egészekbdl all6 rendezett szamnégyesrdl a kdovetkezdket tudjuk: az elsé harom szam
egy szdmtani, az utols6é harom szam egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai. A két szélsdé szam
Osszege 28, a két kozépsdé 24. Melyik ez a négy szam?

114. Adott két sorozat, az egyik 17, 21, 25, ....., a masik 16, 21, 26, .... A két sorozatban vannak
kozos elemek. Mennyi a k6zos tagokbdl all6 sorozat elsd szaz tagjanak az 6sszege?

115. Tekintsiik az {ZZEZ

tagjat, amelyek 3-nal nem kisebbek.

} sorozatot (n = 1 egész szam). Hatarozzuk meg a sorozat 0sszes olyan

116. Az y, X, 4x-5, 7x+10 olyan val6s szamokat jelolnek, melyekben az els6é harom egy szamtani
sorozat, az utolsd6 harom egy mértani sorozat harom szomszédos eleme. Hatarozzuk meg a négy
szamot €s adjuk meg a szamtani sorozat kiilonbségét, illetve a mértani sorozat hanyadosat.

117. Az a, pozitiv tagu szamsorozatrol azt tudjuk, hogy a; = 1, a, = 0,125 és logs{a,} Szamtani
sorozatot alkot. Szamitsuk ki az a,, sorozat 10. elemét.

118. Adjunk meg olyan mértani sorozatot, amelyben barmely két szomszédos tag Gsszege a tagokat
kovetd elemmel egyenld.
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119. Legfeljebb hany primszam lehet eleme egy olyan mértani sorozatnak, amelynek els6 eleme 1?

120. Egy haromszog egyik szoge szazhusz fok, harom oldalhossza pedig egy novekvd mértani sorozat
harom szomszédos tagja. Bizonyitsuk be, hogy a haromszogi kertilete is tagja a mértani sorozatnak.

Kamatszamitas és kamatoskamat-szamitas

121. Tiz éven at minden év elején 20 000 forintot helyeziink el a bankba. Mekkora lesz a téke a 10.
¢év végén, ha bank 8,5%-0s kamatot fizet?

122. Egy bankba tett pénzosszeg évi 8%-os kamat mellett hany év alatt né hiaszszorosara?

123. Egy gyar termelése minden évben ugyanannyi szazalékkal emelkedett. 15 év leforgésa alatt a
termelés a nyolcszorosara nétt. Hany szézalékos volt a novekedés évrdl-évre?

124. Az A lizem évi termelése haromszorosa a B tizem termelésének. Az A tizemben évi 10%-0s, B-
nél évi 15 %-os ndvekedést iranyoztak eld. Ha minden a terv szerint halad, hany év mulva éri utol a
B lizem évi termelése az A lizemét?

125. Tiz éven at minden év elején betettem a bankba 6000 Ft-ot, Mennyit ér a betétkonyv a tizedik
év végeén, ha a kamat 5 %?

126. 200 000 Ft-ot kaptam kolcson évi 7%-os kamatra. 20 év alatt kell visszafizetnem évi egyenld
részletekben. Egy év elteltével fizetek eldszor. Mekkora az évi torlesztés értéke?

127. 300 000 Ft-om van egy 5%-os betétkonyvben. Minden év elején kiveszek 16 000 Ft-ot, Hany év
alatt fogy el a pénzem? Az elsd 16 000 Ft-ot akkor veszem ki, amikor a 300 000 Ft mar egy éve bent
fekszik.

128. Hany év alatt duplazodik meg 8%-os kamatlab mellett a) 3000 Ft, b) 2 500 000 Ft?

129. Egy bank az elsé évben 15%, a masodik évben csak 11% kamatot fizet a bennlévd Osszegre,
amelyhez a két év soran se hozza nem tettiink, se el nem vettlink. Mekkora az atlagkamat?

130. Mekkora a torlesztd részlete annak a 2 000 000 forintos aruvésarlasi kolcsonnek, amelyet januér
elsején ot évre vesziink fel évi 27%-os kamatos kamatra? A kovetkezd évtdl minden évben januér
elsején torténik a visszafizetés egyenl6 részletekben.

131. Legalabb mekkora éves atlaghozammal kell befektetni 400 000 forintot, hogy tiz év mulva ki
tudjunk fizetni 1 000 000 forintot?

132. Mikor kell befektetnie annak a sziilonek, aki azt szeretné, hogy gyermeke 25 éves koraban
egymillio forintot kapjon, ha évi 10%-o0s atlaghozammal szamol és a) egyszeri indul6 befektetésként
300 000 forintot fektet be, b) minden év elején 50 000 forintot fektet be?

133. Otvenezer forintot szeretnénk hét évre befektetni. Harom befektetés koziil véalaszthatunk. 1.
Minden év végén hozzatesziink a pénziinkhoz egy fix dsszeget, 7500 forintot, ami az eredeti dsszeg
15%-a. 2. 11%-0s kamatos kamatot fizetnek. 3. az els6 évben 17% kamatot kapunk, a kvetkezoben
15%-ot, majd 13%-ot, igy csokken a kamat, amig el nem éri a 7%-ot, ennyit kamatozik az utolso
¢vben is. Melyik befektetés a legkedvezdbb?
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134. Mennyi pénzt fizetnénk ma egy olyan értékpapirért, amely 6t év mulva fizet 100 000 forintot —
kozben nincs kifizetés —, ha feltessziik, hogy az évi atlagos elvart hozam 10%?

135. Héany év alatt ndvekszik egy 100 000 forint értékii betét 1 000 000 forint értékiire, ha évi 15%-
os kamattal szdmolunk?

136. Egy értékpapirt, amelyik 6t év mtlva fizet 1 000 000 forintot, ma vettiink meg 500 000 forintért.
Mekkora éves atlaghozamot jelent ez a befektetés szamunkra, ha az értékpapirt a lejaratig megtartjuk?

137. Hany éven at kell évi 50 000 forintot befizetni 12%-os éves kamatlab mellett, ha az utolso
befizetés utani év végén egymillio forinttal szeretnénk rendelkezni?

138. Mekkora volt az indul6 téke, ha az 10 év alatt 10% kamatozassal negyedéves kamatozasi period-
dus mellett 402 760 forintra n6tt?

139. A négy befektetés koziil melyik a legeldnydsebb? 1. A pénzt évi 21%-o0s kamatra tessziik be, és
évenként tokésitenek. 2. A pénzt évi 20%-o0s kamatra tessziik be és félévente tOkésitenek. 3. A pénzt
évi 19,5%-o0s kamatra tessziik be és havonta tékésitenek. 4. A pénzt évi 20%-os kamatra tessziik be,
¢€s naponta tokésitenek.

140 Minden év elején 450 000 forintot helyeziink el a bankba éves 6,5%-o0s kamatra. a) Mennyi pénz
gytilik 0ssze a hatodik év végén? b) Hany év alatt gyiilik 6ssze 6 millié forint?

141. Mekkora 6sszeget kell 6t éven at minden év elején a bankba elhelyezniink évi 15%-0s kamat
mellett, ha azt akarjuk, hogy az 6tddik év végén ugyanannyi legyen a kovetelésiink, mintha az elsd
év elején egyszerre 300 000 forintot tettiink volna be ugyanekkora kamatra?

142. Tobias kiraly (akit a mesében a nép csak Palacsintas kiralynak nevez) nagyon elszegényedett,
ezért kénytelen volt januar elsején a Derelye f0szakacs érdekeltségi koréhez tartozo banktdl 8 millid
fabatka kolcsont felvenni. A Derelye Bank 12 évi futamidére, évi 9%-0s kamatra adta a kolcsont, €s
ezt minden év végén egyenld Osszegekkel kell visszafizetnie a kirdlynak. Mennyi lesz az évente
visszafizetendd torlesztOrészlet? Mennyi pénzt fizet vissza 6sszesen 12 €v alatt a kiraly?

143. Az Orokzold faiskolaban 7000 feny6fa van. Evente kivagjak a meglévd allomany 12%-at,
ugyanakkor 600 uj fenydt is tiltetnek. A fokertész ugy latja, hogy ez egy j6 gondolat és igy soha nem
fogy el a készletiik. A kertészet konyveldje viszont aggodik, szerinte ebbdl eldbb-utobb probléma
lesz, és elfogynak a fenydk. Kinek van igaza?

144. Fekete ur ¢élete soran, amig aktiv dolgozo6 volt, keresetébdl az onkéntes nyugdijpénztarba is
befizetett, hogy majd nyugdijasként hasznalja fel a megtakaritasat. Nyugdijba menetelekor kétmillio
forintja van a bankban. Ezt a pénzt tovabbra is a bankban hagyja, s lekoti évi 6%-0s kamatra. Minden
honapban egy ugyanakkora Osszeget akar felvenni. Tegyiik fel, hogy december 31-én megy
nyugdijba, és el6szor februdr elsején veszi fel a jaradékot.

Mekkora 6sszeget vehet k havonta Fekete r, ha azt szeretné, hogy a harmincadik év végén fogyjon
el a bankban levd pénze?

A bankban havonta szamoljék fel a bent levd Gsszeg utdn jaro kamatot, s ezt minden honapban
hozz4adjak a mar bent levd 6sszeghez. A havi kamat az éves kamat tizenketted része.

145. Ha elhelyeziink egy bankban 180 000 forintot évi 7%-os kamatos kamatra, akkor tiz év mulva
mekkora 6sszeghez jutunk?
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146. A madartani szakember azt tapasztaltak, hogy az utobbi években csokkent a hazdnkban fészkeld
fecskék szama. A csokkenés évente 13% volt. Ha igy folytatodik a folyamat, hany év mulva
szamithatunk fele annyi kecskére, mint ebben az évben?

147. Pénzes Dénes egy bankban tartotta a pénzét 6 évig. Hat éve lekotott 4,8 millid forintot, most
pedig felvett 6 506 300 forintot. A bank minden évben azonos kamatot adott. Mennyi volt az éves
kamat?

148. Szerencsés flotas a szilveszteri tomboldn nyert szdzmillié forintjat januar elsején egy bankban
helyezi el, ahol éles 5 % kamatot fizetnek. Ugy dont, hogy hisz év alatt fogja felhasznalni a
nyereményt, mégpedig ugy, hogy minden év elején azonos dsszeget fog kivenni a bankbol. Mekkora
Osszeget vehet fel évente, ha 20 év mulva alatt pénze a bankban?

149. Egy fiatal csalad lakasépitésre felvesz 15 millio forint kdlcsont 15 évre évi 8 szazalékos kamatra.
a) Mennyi lesz a havi torlesztérészletiink, ha havonta egyenld 6sszeget kell visszafizetni, és a havi
kamat az éves kamat tizenketted része?

b) Mennyi lenne a torleszté részlet, ha a bank évente azonos Osszeget kérne, de azt 12 egyenld
részletben?

) Mindkét esetben szamitsuk ki, hogy a felvett 6sszegnek hanyszorosat fizetik vissza.

Korlatossag és monotonitas

150. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozatok egy also korlatjat!

1 : sinn
a, =(-1)" b,=1-= ¢,=2" d,=n’-100n e ="
n n
151. Hatarozzuk meg a kdvetkezd sorozatok egy felsé korlatjat!

a, _1 b,=-n| ¢, =1+¥100 d_=-n?+100n e =N

n— n

n n+1
152. Hatarozzuk meg a kdvetkezd sorozatok legnagyobb alsé korlatjat!

B

an n
n 7-3n

153. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozatok legkisebb felsé korlatjat!
n+1 2n-3 3n-2
a, = b, = C, = d,=3- t/n

" n " n+2 " 3-2n
154. Korlatosak-e a kdvetkezd sorozatok? Ha igen, akkor bizonyitsuk be, ha nem, akkor ezt bizonyit-
n+3 n’ -1

sukbe.a,=—— b = c,=(-2) d =%¥n e = L
n+2 10n LT
sin —
2n
155. Lassuk be, hogy az a, :1—1 ésab, = i_—n sorozatok feliilr6l korlatosak.
n +n
1 2n-3 4 n’+1
156. Lassuk be, hogy az a, == és a b, = N“°¢a C, = T2 ¢ a d, =—— sorozatok
n n n+2 n°+4
korlatosak.

157. Lassuk be, hogy az a, = P és a b, = n*sorozatok szigorian monoton névekedok.
n+
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158. Igazoljuk, hogy a kdvetkezd sorozatok monoton sorozatok.

1 V4
a,=1+= b ,=n*-2n ¢, =cos—
n n

159. Vizsgaljuk monotonitas szempontjabol a kdvetkezd sorozatokat!
1 n n*-1
b C, =

T

= = ) d =-n*+1 e, =cos—
2n n+1 n n

160. Irjuk fel a sorozatok elsO ot tagjat és vizsgaljuk a sorozatokat monotonitas szempontjabol.

e e B e

161. Vizsgaljuk az el6z6 feladat sorozatait sorozatokat korlatossag szempontjabol.

a

162. Lassuk be, hogy ezek monoton ¢és korlatos sorozatok.

a, =10" b, _n+l c, _1=n

. T
d, =sin—
n n

V. Sorozatok hatarértéke
A hatarérték definicidja
Véges hatarérték

Mit jelent az, hogy az a, sorozat a ¢ szamhoz tart?

Elsé megkdzelités
A sorozat tagjainak tulnyomo tobbsége jo kozel van c-hez.

Masodik megkozelités
Az a, sorozat hatarértéke c, ha valahonnan kezdve a sorozat dsszes tagja borzaszto kézel van c-hez.

Harmadik megkozelités
Megadunk egy konkrét pici & szamot. Kiszamitjuk, hogy a sorozat hanyadik tagjatol kezdve teljesiil,
hogy a sorozat tagjai kdzelebb vannak c-hez, mint &. Azaz hanyadik tagtol kezdve teljesiil, hogy

C—£<a,<C+e&.

Negyedik megkozelités

Az a, sorozat hatarértéke c, ha nem csak egyetlen & -hoz, hanem minden pozitiv & szamhoz Kisza-
molhato, hogy hanyadik tagtol kezdve lesz a sorozat Gsszes tagja benne a € szam & sugara kornye-
zetében.

Megjegyzések

1. ,,Hanyadik tagtol kezdve?” — az erre adott valasz a kiiszobindex.

2. Az alényeges, és egyben érdekes, hogy egészen picike & szamokhoz is megadhat6 a
kiiszobindex, amelyre teljesiil, hogy valahonnan kezdve a sorozat dsszes tagja

borzaszto kézel van c-hez.

3. Anagy & értékekhez nem nagy kunszt, hogy talalhat6 olyan kiiszobindex, hogy onnan
kezdve a sorozat Osszes tagja benne van a € szam & sugaru kornyezetében.
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A véges hatarérték preciz definicioja

Hosszabb (,,mesés”) valtozat
Az a, sorozat a ¢ szamhoz tart, ha barmely pozitiv & szam esetén n-nek van olyan értéke, amelynél

nagyobb indexii elemei a sorozatnak mind beleesnek a ¢ szam & sugart kornyezetébe.

Rovidebb (,,képletszerti”) valtozat
Az a, sorozat a ¢ szamhoz tart, ha minden ¢ ) 0-hoz megadhato egy olyann,, amelyre teljesiil, hogy

ha n) n,,akkor c—¢<a, <Cc+¢.

Még rovidebb valtozat
Az a, sorozat a ¢ szamhoz tart, ha minden & ) 0-hoz megadhat6 olyann,, amelyre teljesiil, hogy ha

n)n,, akkor |a, —c|<¢.
Megjegyzések

1. Az a, sorozat konvergens, ha van véges hatarértéke.

2. Egy a, sorozatrdl tigy tudjuk beldtni, hogy a ¢ szdmhoz tart, ha minden pozitiv &
szamhoz keresiink ¢és talalunk egy a definiciot kielégité n, kiiszobindexet. Ha csak egy vagy
kettd konkrét & -hoz keresiink (és talalunk) ilyen kiiszobindexet, az még nem elég.

3. Mas és mas & -hoz mas ¢és mas kiiszobindex tartozik, azaz a kiiszobindex fligg az & -tol.
4. Jelolés: lima, =C, masképpen a, — ¢, ha N —

nN—o0

Végtelenhez és minusz végtelenhez tarto sorozatok
Definicid
Az a, sorozat a végtelenhez tart, ha barmely K szamhoz van olyan ng, hogy ha n) n,, akkor a,, ) K
Jelolés: lima, =, vagy a, — o, ha N — o
n—oo

Definicio
Az a, sorozat a minusz végtelenhez tart, ha barmely P szamhoz van olyan n,, hogy ha n) n,, akkor

a, <P.
Jeldlés: lima, =—o0, vagy a, — —oo, ha N >0
n—w

Feladatok

1. A kovetkezd sorozatok esetében szamitsuk ki € =0,1-hez, ¢ = %-hez, & =0,001-hez tartozo

7n+4,b= 1 d =4n+1’en 25 +1

kiiszonindexet. a, = o
n 2n-3 n n°+2 n

2. Sejtsiik meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét, majd a definici6 alapjan bizonyitsuk be a sejté-
siinket.

an+2 3n-2 L1 4n +100 on-1 n’+1
a, = + ,bn= _ 1Cn: 1+_’dn:+—7en= _ ,fan/E’gn: >
2n—-1 n n 2n—-3 3n n- -1
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3.Az a, = n+2 sorozat tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a 0,5-nek az egyszéazad, illetve egy-

2n-38
tizezred sugart kornyezetébe?
-1 1 . . o
4. Lassuk be, hogy a, = o1 - E , azaz keressiink minden pozitiv & -hoz a definiciot kielégitd

kiiszobindexet.

. (1
5. Bizonyitsuk be, hogy le(ﬁ + 3) =3, azaz keressiink minden pozitiv & -hoz a definiciot kielégitd
—®

kiiszobindexet.

sorozathan

6. Sejtsiik megaz a, = n+3 sorozat hatarértékét, majd vizsgaljuk, hogy az a, = 2n +3
hanyadik tagtol kezdve esnek a sorozat tagjai az (A —-& A+ 8) intervallumba, ahol A a sorozat hatar-

értéke. Erdemes eldszor felvenni két-harom konkrét kicsi & -t, igy megkeresni a kiiszobindexet, és
csak utdna altaldnositani.

7. Tudjuk, hogy a, — ¢, szamitsuk ki a megadott & -hoz tartozo kiiszonindexet.

5n° + 20
= n—-'_3 CcC = 1, E = O’l h = 2—
n+2 n--100
8. Sejtsiik meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét, majd szamitsuk ki € = 0,001-hez tartozo kiiszob-
7 5n -3 5-3n
_—, bn = s Cn =
2n+3 4n+1 n-2

c=5 =001

n

indexet a, =

9. Igazoljuk a hatarérték definicidja alapjan, hogy
..n+1 1 . 1 . 2n-3 . 2n-3 2
lim == lim =0 lim =2 lim =—
e 2n—3 2 noo 20 — 3 noo 2 n>e3n—2 3

10. Sejtsiik meg a kdvetkezd sorozatok hatarértékét, majd a definici6 alapjan bizonyitsuk be a sejté-

2
n“+95 100

stinket. &, = ——— bn:4n+5 C,=.1+— dn:n—+3
2n° -1 2n n 2n

11. Igazoljuk a hatéarérték definicidja alapjan, hogy

limn=c  lim2n+3)=00  limn=w limJ/n+2=c lim(2" +3)=co

nN—oo nN—o0 nN—o0 n—o n—o

12. Lassuk be ezt a szdm nélkiili, nagyon szép latvanyt nyjt6 egyenldséget: !]im lgn = oo
—®0

13. Igazoljuk a hatarérték definiciéja alapjan, hogy lim 2™ =o  limlog,(n+3)=o

nN—o0

lim n2—3):oo limlglgn=o

n—w n—oo

lim(n—2)=co limlog, (n—1)= oo

N—o0

14. Egy konvergens sorozatnak végtelen sok pozitiv €s végtelen sok negativ tagja van. Igazoljuk,
hogy a sorozat hatarértéke nulla.

15. Lassuk be, hogy ha az {an} sorozat hatarértéke 1, a {bn } sorozaté 2, akkor a két sorozatnak nem
lehet végtelen sok kozos eleme.
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crer

a) ¢ barmely kdrnyezetén kiviil a sorozatnak csak véges sok tagja van
b) ¢ barmely kdrnyezetén beliil a sorozatnak végtelen sok tagja van.

crer

18. Igaz-e, hogy ha{a, } monoton névekedé és nem korlatos, akkor a_ —» 00?
19. Konvergens-e a fiizérhosszak sorozata?

20. {an }pozitiv tagu, 0-hoz tart6 sorozat. Mit allithatunk az {h} sorozatrol?
a

n

21. Minden n-re a,, > n. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a, — «?

22. Van-e olyan sorozat, amelynek van a) két kiilonb6zd, b) harom kiilonb6z06, c) végtelen sok kiilon-
b6z6 szamhoz konvergald részsorozata?

23. Adjunk példat olyan szigorian monoton novekedd sorozatra, amelynek hatarértéke 100.

24. lgaz-e, hogy minden pozitiv elemii monoton csékkend sorozat konvergens?

2
. _2n _ 4n+3 4 . 2n°-3n+2 2
25B it kb I|m =1 m = — I|m—:
ronyHsuR b o1 25015 e T2+ 2n—1 7

26. Adjunk meg a definicioban szereplé & =0,01-hoz a megfelelé kiiszobindexet.

A g
"3 log, n

27. Vizsgaljuk monotonitas szempontjabol: a, =n®+4n—-5 b, =n*-8n-9
5-n

n+4

29. Bizonyitsuk be, hogy Lm(\/ n?+1- n)z 0

28. Korlatos-e? s, =

30. Legyen &, egy pozitiv tagh sorozat. Az alabbiak koziil melyikbdl kdvetkezik melyik?
I. A sorozatnak nincs legkisebb eleme
I1. Minden pozitiv g-hoz talalhato egy olyan n, amelyre a, < &

. a, >0
31. Bizonyitsuk be, hogy ha r, — b és az r, sorozatot véges id6 alatt atrendezziik (azaz bizonyos
tagjait 6ssze-vissza felcseréljiik), akkor az igy kapott sorozat is b-hez tart.

\/i+\/§+\/§+....+\/ﬁ
5 -

n
33. Mi a kovetkezd két allitas kapcsolata? I. a, feliilrél nem korlatos, II. a, — oo

32. Bizonyitsuk be hogy 0

34. Lassuk be: log,(n-1)= - —Jn-3 - -0

35. Lassuk be, hogy ha egy sorozat a végtelenhez tart, akkor a sorozat elemeinek reciprokai egy
nullahoz konvergal6 sorozatot alkotnak.
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_2 n*+4

3n
36. Bizonyitsd be a definici6 alapjan, hogy lim =3 lim =05
Y P) & n+1 >0 2n? +1
11 11
37. Sejtsiik meg a kovetkezd végtelen 0sszeget: > +=+= 2 += c +..

9 943

38. Szamitsuk ki a kovetkezd végtelen 6sszeget, ha konvergens: 6— 33+ E - T

39. Hatarozzuk meg és bizonyitsuk be a definici6 alapjan a kdvetkezd hatarértéket: |Im M log,n
2

40. Egy négyzetet 9 egybevagd négyzetre osztunk, majd a kozépsot (képzeletben) kivagjuk. A meg-

maradt nyolc négyzettel ugyanezt megcsinaljuk: 9 egybevago kis négyzetre osztjuk dket, és minde-

gyikbol a k6zépsot elhagyjuk. Az igy megmaradt 8x8=64 kis négyzettel ugyanezt megcsinaljuk. Ha

ezt a végtelenségig folytatjuk, akkor mekkora a megmarado (tehat a ki nem vagott) teriiletek 6sszege?

Mekkora a kivagott teriiletek 6sszege?

41. Bizonyitsuk be, hogy — 1 L + i+i+ = L , ha k pozitiv egész szam.

k k2 k® k* T k-1
42. frjuk fel az4i9 tortet tizedestort alakban 20-25 tizedesjegyig. Igen érdekes dolgot tapasztalunk.

Tegyiink fel ezzel kapcsolatban kérdéseket.

500
43. Bizonyitsd be a definicio alapjan, hogy lim 4nZ+ > _ 2 lim, |1+ - =1
n—oo n n—o0
2n° +n+5
44, Bizonyitsd be a rend6r-elvvel: én : 2 -0 —————0
n n* +20
45. Lassuk be, hogy 1im2™ =0 Lim log, (n + C) = o0
n—o0 —0
a
46. Melyikbdl kovetkezik melyik? a, —b, — 0 b—" -1

47. Vizsgaljuk, hogy két végtelenhez tart6 sorozat hanyadosabol allé sorozatnak mi lehet a hatarér-
téke?

48. Vizsgaljuk, hogy egy nulldhoz és egy végtelenhez tartd sorozat szorzatabol allo sorozatnak mi
lehet a hatarértéke?

49Nm$Wmmawaﬁw®mm@a

50. Bizonyitsuk be, hogy I|mn/2+— =1

n—oo

51. lgaz-e, hogy minden konvergens sorozat véges sok tag elhagyasdval monotonna tehetd?
52. Lassuk be a 49. feladatban megalkotott definicio alapjan, hogy

limlogys(n-3)=—  lim(-+n-3)=-

53. Mennyi? lim V2+1 lim (1+‘/§X2+\/§)
03409" w45
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54. Legyen b, az n szam pozitiv osztéinak dsszege. Lassuk be, hogy limb, =
nN—w

(_ 1)n+1 0

n

56. Egy végtelen sorozatbdl bizonyos elemek (esetleg végtelen sok) elhagyasaval keletkezd végtelen
sorozatot az eredeti sorozat részsorozatanak nevezziik. Lassuk be, hogy egy {a,,} konvergens sorozat
minden részsorozata is konvergens €s a hatarértéke ugyanaz, mint az {a,} sorozaté.

55. Lassuk be, hogy r|]im

57. Valahogy sejtsilk meg a hatarértéket, majd igazoljuk sejtésiinket hatarérték definicidja alapjan,
vagy a rendor-elvvel, vagy a hatarértéktételek segitségével.

. 3n°=2n . 5n*+n?+1
I|m—3 ||m|og_2n I|m4—
n»»  Bn oo nd > 0" +1000
2
. n“+10 50— 2
lim lim 2" lim(n? — 4n
n—w 4n2 -2 n—w 3N —4 n—m( )

58. Lassuk be, hogy ha az {a, } és {b, } sorozatok konvergensek és hatarértékiik egy kozos ¢ szam,

akkor a két sorozat ,,0sszefésiilésébdl” keletkez6 a4, by, a,, b, ... Sorozat is konvergens és a hatarér-
téke ugyanaz a ¢ szam.

59. Igazoljuk, hogy egy monoton ndvekedd sorozat vagy konvergens, vagy a végtelenhez tart.

60. Lehet-e két divergens sorozat Gsszege, illetve szorzata konvergens?

61. Mit mondhatunk az {a,b,} sorozat konvergenciaviselkedésérdl, ha lima, =0, a {b, } sorozat
—o0

pedig tetszoleges?

62. frjuk fel a 0,47474747 ... végtelen szakaszos tizedestortet

a) végtelen 0sszeg alakban

b) az eldz6 eset folytatasaképpen két egész szam hanyadosaként. Oldjuk meg ugyanezt a feladatot a
0,5132323232... végtelen tizedestorttel is.

63. Valahogy sejtsiik meg a hatarértéket, majd igazoljuk sejtésiinket a hatarérték definicioja alapjan,
vagy a hatarértéktételek segitsegével.

lim a, = (0,001n° —1000000 ) lim(lg(n +1)— Ign)
n—oo n—o
n*—4n+1 . 6n°—2n*+8n*-3n _n?
im———-7— lim —— lim —;
= N +6n+10 e 207 —4n° +1 e 20 +1
64.* Sejtsiik meg, mi lehet a kovetkezd sorozat hatarértéke: ¢, =1+ 1 + % + 1 + 1 —Inn

65.* Allapitsuk meg a kovetkezé sorozatrol, hogy konvergens-e, és ha igen, akkor mi a hatarértéke?

a,=+n+1- NG
66.* Egy sorozatot a kovetkezOképpen adunk meg: a, =0, a, =1, a,,, = %. Adjuk meg kép-

lettel a,-et és hatarozzuk meg a hatarértékét.

67.* Igazoljuk, hogy ez a sorozat konvergens: &, =2, a,,, =42+,
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68. Bizonyitsuk be, hogy a)-bdl és b)-bdl kovetkezik c).
a) Minden sorozatnak van monoton részsorozata.
b) Minden monoton korlatos sorozat konvergens.
¢) Minden korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

69. Bizonyitsuk be a kovetkez6é hatarértékeket tigy, hogy minden pozitiv & -hoz meghatarozzuk a

_ . 1
megfelelé N, kiiszobindexet. @) im 2172 -2 b) m>"=2-3 ¢) lim_ [1+==1
noe 20 —1 oo N N n
2
. n“+1
d) im0 _ 5 ey limyz =1 f) lim———=1
n»o 2N —23 N—oo n—o N =1
70. Sejtsiikk meg a kovetkezo hatarértékeket, majd a sejtésiinket bizonyitsuk be a definicioval.
a) lim(vn +2) b) limIgn ¢) lim(2" +3)
d) limlog,(n—100) e) limlglgn
n—oo N—o0
_ . 9n*+2
71. Lassuk be rendér elvvel, hogy  lim——=0 lim———=0
n—on® 4+1 n—m n

72. Lassuk be, hogy ha egy sorozat egyhez tart, egy masik kett6hoz, akkor ennek a két sorozatnak
nem lehet végtelen sok kdzos eleme.

73. Végtelen sok n-re teljesiil, hogy egy sorozatban a,,, > a,. Lehetséges-e, hogy a, — —0?

n+l =

74. Egy sorozathan a,,, —a, akarmilyen nagy lehet, azaz feliilr6l nem korlatos. Lehetséges-€, hogy
a, —>—o0?

75. Hatarozzuk meg a kdvetkezd hatarértékeket.

2
_ 8n+3 . 4-5n . 7 fjm 230~ —4n+1
lim im lim ——— im
n>e11n—7 noo QN — 22 n>» 2n% —5n e 7N +100
2
75. Hatérozzuk meg a kdvetkezd hatérértékeket. lim ~— lim —2t8
n—oo Vn4+5 n—ooo 1+von+1

76. Képzeljiik el a kovetkezo alakzatot. Induljunk ki egy négyzetb6l, harmadoljuk minden oldalat, és
a kozépso harmadokra kifelé rajzoljunk Gjabb négyzeteket. Az igy 1étrejott kiilso hatarold szakaszokat
ismét harmadoljuk, majd a kozépsé harmadokra kifelé rajzoljunk négyzeteket, és igy tovabb,
folytassuk a végtelenségig az eljarast. Mekkora a végiil kialakul6 alakzat teriilete és kertilete?
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Elméleti attekintés

Definiciok, fogalmak, példak

1. A véges hatarérték definicidja, és a hozzatartozo megjegyzések. A végtelen és a minusz végtelen
hatarérték definicidja

2. Megadott (véges vagy végtelen vagy minusz végtelen) hatarértékek bizonyitasa a definicid alapjan
3. Adott hatarértékek bizonyitasa a rendér-elvvel

Pé¢ldéak olyan sorozatokra, amelyeknek van tobb kiilonb6z6 szamhoz konvergalo részsorozata

4. A nem korlatossag definicigja (IX.2.)

5. Mi a csuda az irracionalis szam?

6. A , mint egy sorozat hatarértéke

7. Végtelen sor, részletdsszeg, n-edik részletosszeg, a részletdsszegek sorozata, végtelen sor
konvergenciaja, végtelen sor 6sszege, végtelen mértani sor

8. Hogyan allithatd el egy (konkrét) végtelen szakaszos tizedes tort egy végtelen mértani sor
Osszegeként?

Allitésok, tételek

9. Ha egy sorozat hatarértéke pozitiv, akkor a sorozat legfeljebb véges sok negativ szamot tartalmaz.
10. Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos.
11. A konstans sorozat konvergens.

12. Ha két kiilonbozd sorozat két kiilonbozd szamhoz konvergal, akkor a két sorozatnak nem lehet
végtelen sok k6zds eleme.

13. Ha egy sorozat korlatos és monoton, akkor konvergens.

14. Ha egy konvergens sorozat végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ szdmot tartalmaz, akkor
a hatarértéke 0.

15. Ha minden n-re a, ) n, akkor a, = . (1X.6.)

16. Kritikus hatarértékek: mi lehet a végtelenhez tartd sorozatok hanyadosanak hatarértéke, illetve a
nulldhoz és a végtelenhez tart6 sorozatok szorzatanak hatarértéke?

17.Legyen a, egy pozitiv tagu sorozat. (1X.15.). Ha a, — 0, akkor minden pozitiv ¢-hoz talalhato
egy olyan n, amelyre a, ( &. Ennek a megforditdsa nem igaz. Ha minden pozitiv e-hoz talalhat6 egy
olyan n, amelyre a, ( ¢, akkor a sorozatnak nincs legkisebb eleme. Ennek a megforditasa nem igaz.

18. Ha a, — 0, akkor a sorozatnak nincs legkisebb eleme. Ennek a megforditasa nem igaz.
19. Az Va sorozat korlatos és szigoraan monoton csokkend, ha a > 1.

20. Az e-hez tartd sorozat konvergens.

21. Lehetséges, hogy a,,,, ) a, végtelen sok n-re, és a, — —o0.

22. Minden korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

23. Ha r, > b és az r, sorozatot véges id6 alatt atrendezziik (azaz bizonyos tagjait 9ssze-vissza
felcseréljiik), akkor az igy kapott sorozat is b-hez tart.
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24. Ha egy sorozat a végtelenhez tart, akkor feliilrél nem korlatos.
25. Nem igaz, hogy ha egy sorozat feliilrdl nem korlatos, akkor a végtelenhez tart.

26. A végtelen mértani sor konvergens, ha a mértani sorozat hanyadosa —1 és 1 kozott van, és az

osszeg &, /1-q.

27. A rendér-elv

28. A hatarértéktételek

29. Minden sorozatnak van monoton részsorozata.

30. Az e-hez tart6d sorozat monoton ¢és korlatos.

31. A q" sorozat konvergenciaviselkedése g-tol fiiggden
32. A Cantor-axioma

33. Minden végtelen szakaszos tizedes tort eldallithatd egy végtelen mértani sor dsszegeként.

V1. Az egyenes koordinatageometriaja
El6zmények

elsé- és masodfoku fiiggvények abrazolasa, a meredekség fogalma, E.T., E.K., helyettesitési érték,
hol metszi a fiiggvénygrafikon a tengelyeket, pont illeszkedése egy fliggvénygrafikonra, fliggvény-
transzforméciok, adott egyenes hozzarendelési szabalydnak leolvasasa, parhuzamos egyenesek,
kétismeretlenes egyenletrendszerek algebrai és grafikus megoldasa, adott szakasz felezOpontjanak és
harmadolépontjanak koordinatai, haromszog sulypontjanak koordinatai, két pont tavolsaga, egymas-
ra merbleges vektorok, egymassal parhuzamos vektorok

1. Szamitsuk ki a haromszog kertiletét, ha csticsainak koordinatai

a) A2,3) B(,7) C(0,-3) b) A3, 4) B(-4,-6) C(5-1)

2. Hatarozzuk meg az a paraméter értékét ugy, hogy a P(-1, 6) pont illeszkedjen az
OX—Y =aegyenletii egyenesre.

3. Adjuk meg a 3x + S5y = 15 egyenletli egyenesnek azt a pontjat, amelynek kétszer akkora az
abszcisszaja, mint az ordinataja.

4. Szamitsuk ki a kovetkezd egyenesek metszéspontjanak a koordinatait.

a) X+2y=12 5x-3y=-5 b) 2x+7y-8=0 9x-4y+35=0

5. Szamitsuk ki a haromszog csucspontjainak a koordinatait, ha oldalegyeneseinek egyenletei
4x-5y=-13  7Ix+2y=31 3Ix+7y=1

6. Igazoljuk, hogy a kdvetkezd pontok paralelogrammat hataroznak meg:

) AL3) B@47) C28) D-L4) b)AL2) B(-51) C(—6,—%) D(O,%)
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7. Az f(x)=ax+b figgvényre f(0)=-3, f(4)=5. Hatdrozzuk meg a és b értékét.
8. Az f(X)=ax+b figgvényre f(-2)=5, f(3)=-5. Hatarozzuk meg a és b értékét.

9. Igazoljuk, hogy a kovetkezd pontok derékszogli haromszoget hataroznak meg:

A(7,4) B(0,-5) C(-2)

10. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:

2 7 g + E — l
X+—-y=2 3y =3-2X X
ST o) 33 0 A
2X—Zy:—4 —X+§y+125 §_£:_7
3 X
Az egyenes
11. Adott ponton dtmend, adott irdnyvektoru egyenes egyenletét keressiik.
AL, 3) B(-2,-3) C(2, 4) D(-2,2)
v(1,1) v(2,2) v(4,3) v(-2,-3)
12. Adott ponton atmend, adott normalvektoru egyenes egyenletét keressiik.
AL 3) B(6,1) C(5,0) D(5, 2)
v(-2,1) v(2,3) v(-3,5) v(-1 4)

13. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad a C ponton és parhuzamos a D és E
pontokon athalad6 egyenessel.

C(-2,3), D(-4,-2), E(?2) C(2,6), D(-2,4), E(3)
14. frjuk fel a (2, 3) pontbol az X — Y = degyenesre bocsajthatd merdleges egyenletét.

15. Egy haromszog egyik csucsa A(1, 2), a masik két csucsbol induldé magassagvonal egyenlete
2X—-3y+1=0, illetve X+ Y =0. Szamitsuk ki a B és a C cstcsok koordinatiit.

16. rjuk fel a P ponton 4tmend, és az e egyenessel parhuzamos egyenes egyenletét.

P(2,3), 4x-5y=21

17. Irjuk fel az egyenes egyenletét, és dbrazoljuk az egyenest, ha
a) atmegy az A(O, 0) ponton, és az irdnyvektora V(5, 2)
b) atmegy az B(O, 5) ponton, és az iranyvektora V(— 3, 2)
c) atmegy az C(— 4, 0) ponton, és az iranyvektora V(2, 3)
d) dtmegy az P(O, 0) ponton, ¢s az iranyvektora V(— 3, 8)

18. frjuk fel a két ponton atmend egyenes egyenletét.
A(4,3), B(9,6) AL 6) B(-3,-1) A(-2,-3) B(4-1) A5,0), B(5,8)
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19. Adjuk meg az egyenes iranyvektorat.
X-y=-3 2x+y=-1 3&x+2y=10 y=5 x=-2

20. Irjuk fel az A(— 4, 0), B(8, 0), C(O, 12) haromszog stlyvonalainak egyenletét.
21. Irjuk fel az A(— 4, 0), B(8, 0), C(O, 12) haromszog magassagvonalainak egyenletét.

22. Hatarozzuk meg az egyenes irdnytangensét €s iranyszogét.

x-y=0 x+y=0 2x-3y=6  5x+4y=8 x=3 y=-6

23. Adjuk meg az egyenesek normalvektorat.

y=Xx-3 yzgx—S y=5 X=-6 —-2X+9y=-11 7y—x=1

24. Adjuk meg az egyenes iranyvektorat és normalvektorat, ha az egyenes iranyszoge
30° -30° 80° -20° 90°
25. Egy haromszog csticsainak koordinatai: A(O, 0) B(8, 0) C(Z, 6).
a) {rjuk fel a magassagvonalak egyenletét!
b) Bizonyitsuk be, hogy a harom magassadgvonal egy ponton halad 4t!

26. Irjuk fel a) az A(O, 0) ponton athalado, n(2, 3) normalvektoru, b) a B(— 2,1) ponton athalado,
n(3, J3 ) normalvektorq, ) a C(3, — 2) ponton athalado, n(l, l) normalvektort, d) a D(3, 5) ponton
athalado, n(— 1, 1) normalvektort egyenes egyenletét.

27. Hatarozzuk meg m értékét igy, hogy az MX—Y = 3egyenes athaladjon az
a) A(L 4) ponton, b) B(-2, 2) ponton

28. Irjuk fel a) a A(Z, 4) ponton athalado, b) a B(—l, 3) ponton athalado, és a koordinata-rendszer
tengelyeivel parhuzamos egyenesek egyenletét.

29. a) Adjuk meg az alabbi pontparokon athalado egyenesek egyik iranyvektorat.
A7,8) B(0,0)  A(23) BO5  A21) B(-14) AB-4) BlL2)

b) frjuk fel az A és B pontokon athaladé egyenes egyenletét.
A9,6) B(4,3) A(4,6) B(-3,-1) A-2,-3) B(4,-1) A(4,5) B(0,0)

30. Hatarozzuk meg annak a pontnak a koordinatait, amely az A(~4—3) B(~1, 4) pontokon 4thala-
do egyenesre illeszkedik és abszcisszdja 2.

31. rjuk fel a haromszog stilyvonalainak és kozépvonalainak egyenletét. A(3, 7), B(l, 1), C(8, — 4)

32. Vizsgaljuk meg, hogy egy egyenesre illeszkedik-e a kovetkezd harom pont:
A-2,-8) B(L-7) C(10,-4) A(3,8) B(54) C(6,2)
A3,-5) B(-2,4) C(8-14)

33. Hatarozzuk meg az alabbi egyenesek egyik iranyvektorat és egyik normalvektorat:
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y—x=0 X-y=-3 2x-y=4 3¥x-y=1 2x+y=-1 §x+y:2

34. Szamitsuk ki a két-két egyenes metszéspont;jat!

a) Y=X+3, y=—X+8 Db) Xx+2y=12, 5x-3y=-5¢) X+y+7=0, x-4y-2=0

35. Szamitsuk ki a haromszog csucsainak koordinatait, ha ismerjiik az oldalegyenesek egyenleteit.
4x-5y=-13  Ix+2y=31 3x+7y=1

36. Valamely haromszog cstcsai: A(— 3, 4) B(l, 8) C(5, 2) Igazoljuk, hogy a haromszog sulyvo-
nalai egy pontban metszik egymast.

37. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad
a)a 3X—y+2=0¢s az X+2y—3=0egyenesck metszéspontjan és az A(L, 2) ponton,
b) 2X+3y+1=0 ¢és az 6x—5y—3=0ecgyenesck metszéspontjan és az B(-2, —2) ponton.

38. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely
a) athalad az X—3Y—6=0 és az 4X+ Y =0 egyenesek metszéspontjan és iranyvektora V(l, - 3),
b) athalad a 2X+3y+1=0 és a 6Xx—5y—3=0egyenesck metszéspontjan és iranyvektora V(1, 2).

39. frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad a 3X+4Y =23 és a 6Xx—7y=16
egyenesek metszéspontjan, €s az y tengelybdl 3 egységet vag le.

40. Hogyan kell az m értékét megvélasztani ugy, hogy az Y = MX+4 egyenes athaladjon a
2X—-Y+1=0 ésa Y =X+5 egyenesek metszéspontjan?

41. Hatarozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek a 3X—5Y =6 ésa

4X+ Yy +6 =0 egyenesek kozotti szakaszat az origé felezi.

42. Hatarozzuk meg az egyenes iranytangensét, ha az egyenlete:
2x-y=0 x-y=0 2x—-3y=0 x+2y=0 3x+4y=0 2x+3y+1=0
2x+3y=12 2x+3y+1=0 X+y=2

43. Allapitsuk meg abrazolas nélkiil, hogy a kovetkezd egyenesparok koziil melyek parhuzamosak
egymassal, €¢s melyek merdlegesek egymadsra:

xrey=6 - x+ay=d 2x+3y=5  y=>x-6

2x-y=4  2x-y=-1 2

X+2y=6 -2x+y=-1 4x-5y=12  8x-10y=7
ox—-6y=30 12x+10y=8

44. Hatarozzuk meg p értékét ugy, hogy a két egyenes parhuzamos legyen!
a) y:§x+1 y=4x—8, b)2x-5y=3  3px+y=1, ¢)3x—4y=5  2x+3py=0

45. Hatarozzuk meg p értékét ugy, hogy az Y = X+ 2 egyenes merdleges legyen az
y = pX+1egyenesre.
46. rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad az origon, és meréleges az
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5
y=2x- 5 egyenesre.

47. Ez 2+2=4 feladat. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely 4thalad a) az A(l, 5)
ponton, parhuzamos, illetve meréleges a B(4, — 2) és a C(5, 3) pontokon athalado egyenesre, b) az

A(3, —4) ponton, parhuzamos, illetve merdleges a B(G, 4) és a C(— 2,—3) pontokon athaladd
egyenesre.

48. Hatarozzuk meg az e és az f egyenek metszéspontjat és hajlasszogét, ha
a) az e egyenes parhuzamos az X —3Y +5=0 egyenessel, és athalad a P(~1, 0) ponton, az f egyenes

athalad a Q(3, 7) ponton és merdleges az X— Y —1=_0egyenesre,
b) az e egyenes athalad az origon és az X+Y—2=0,3X—Yy+7 =0 egyenesek metszéspontjan, az f
egyenes athalad az R(3, — 5) ponton és merdleges a 2X—3Y —8 =0 egyenesre.

49. Hatarozzuk meg annak a szakasznak a kozéppontjat, amelynek az egyik végpontja a A(— 4, 3)

pont, a masik pedig ezen a ponton athaladé és az 95X —3Y =7 egyenessel parhuzamos egyenesnek az
y tengelyre illeszkedd pontja.

50. Hatarozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely a) az A(— 5 — 2) ésa B(— 3 4) b) az
A(4, 1) ésa B(5, —3) pontokat 6sszekoté szakaszt merélegesen felezi.

51. lgazoljuk, hogy a A(7, —14) pont a B(— 3, 1) és a C(l3, 3) pontokat 6sszekotd szakasz felezd
merdlegesére illeszkedik.

52. Hatrozzuk meg az X+2Y =12egyenesnek azt a pontjat, amely az A(4,4) és a B(6, —4)
pontoktol egyenld tavolsdgra van.

53. Hatarozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad a 3X—4Yy =12 egyenesnek a
tengelyek kozé es6 szakaszanak a felez6pontjan, €s merdleges az adott egyenesre.

54. Egy haromszog oldalainak felezépontjai A(Z, 1), B(5, 3), C(3, - 4). Hatarozzuk meg a haromszog
oldalainak az egyenletét és a csucsainak a koordinatait.

55. frjuk fel az A(7, ll) ponton athalado olyan egyenes egyenletét, amely a B(3, 4) és a C(9, 5)
pontoktol egyenld tavolsagra van.

56. Egy derékszogli haromszog atfogd egyenesének egyenlete Y =3X—5. Egyik befogd egyenesé-

nek egyenlete X+Y—5=0, és az ezzel szemkozti cstcs abszcisszaja 4. Hatarozzuk meg az atfogohoz
tartoz6 magassagvonal egyenletét.

57. Szamitsuk ki a hdromsz6g csucsainak a koordinatait, ha az egyik oldalegyenesének egyenlete
5X -3y +2 =0 a masik két oldaldhoz tartozé6 magassagvonal egyenlete

4x-3y+1=0 ¢s 7x+2y—-22=0
58. Egy haromszog két csucsa: A(— 6, 2) B(Z, - 2), magassagpontja M (1, 2). Szamitsuk ki a harma-
dik csucs koordinatait.
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59. rjuk fel a haromszog oldalegyeneseinek egyenletét, ha az egyik csucsa A(3, —4) ¢s két magas-
sagvonalanak az egyenlete /X—2y—-1=0 ¢s 2Xx-7y-6=0.

60. Egy haromszog csucsai: A(— 3, 2) B(— 1 6) C(4, 2). Igazoljuk, hogy az oldalfelez6 merdlege-
sek egy pontban metszik egymast.

61. Egy haromszog csucsai: A(O, O) B(8, 0) C(Z, 6). Igazoljuk, hogy a hAromszog magassagvona-
lai egy pontban metszik egymast. Szamitsuk ki a magassagpont koordinatait.

62. Hatarozzuk meg az A(—l, 0), B(5, O), C(l, 4) csucsokkal adott haromszog a) sulypontjanak, b)
magassagpontjanak, ¢) a kortlirt kor kozéppontjanak a koordinatait.

63. Egy haromszog cstcsai A(ZL - 2), B(— 3, 4), C(Z, —5). Szamitsuk ki az A cstcshoz tartozod
magassagvonal €s az AC oldalhoz tartozo sulyvonal metszéspontjanak a koordinatait.

64. Valamely paralelogramma két szomszédos oldalegyenesének egyenlete: 3X+Y+10=0 és

X—Y—-2=0. A két oldal metszéspontjaval szemkozti 4tl6 egyenesének egyenlete X—5y—2=0. Sza-
mitsuk ki a csucsok koordinatait.

65. Hatarozzuk meg az x tengelyen azokat a pontokat, amelyek az (5, 12) ponttdl 13 egység tavolsag-
ra vannak.

66. Hatarozzuk meg a haromszog koré irhatd kor kozéppontjanak koordinatait, ha csucsai:

AL 5) B(0,6) C(-6,-2)

67. Irjuk fel a) a A(5, 2) ponton athalado, n(4, 3) normalvektorua, b) a B(—3, 4) ponton athalado,
n(2,1) normélvektora, c) a C(~5,—6) ponton athaladé, N(-2,3) normalvektora, d) a D(0,0)

ponton athalado, n(—L —5) normalvektort egyenes egyenletét.

68. Szamitsuk ki a (—3, —2) és az (5, 8) pontokon athaladé egyenes és a 6X+5y =30 egyenes
hajlasszogeét.

69. Szamitsuk a haromszog szogeit, ha oldalegyeneseinek egyenlete
a) Yy=2X-1 y=x+3 y=-X+5 b) X-5y+9=0, 3x+2y-7=0, 2x+y+1=0.

70. Szamitsuk ki a négyszog atlonak hajlasszogét, ha egymas utan kovetkezd csucsai

A(-1,2), B(6,1), C(5,6), D(L5).
71. Milyen messze van az origd az y = %x + 3egyenestol?

72. Milyen messze van a) az (1, 2) pont az Yy =—2X+2 egyenestdl, b) a (— 3, 9) pontaz X—Yy =2
egyenestdl, d) a (4, —19) pont az 3x+17y —1=0 egyenestsl.

73. Egy haromszog csucsai A(— 5, 0), B(4, 2), C(— 1 8). Szamitsuk ki a salypontnak a B cstcson at-
halado magassagvonaltol mért tavolsagat.

74. Mekkorak a haromsz6g magassagai, ha a cstcsai A(— 4, 6) B(— 2, —3) C(4, 5)?
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75. Szamitsuk ki a kovetkezo két egyenes tavolsagat.

a) 3X—-y=6, 3x-y=8 b) x+2y+5=0, x+2y-3=0
76. Szamitsuk ki az x tengely azon pontjainak koordinatait, amelyek az y = % X+ 4 egyenestdl 10

egyseég tavolsagra vannak.

77. Tiikrozziik a P(— 5 13) pontot a 2X—3Y —3=0 egyenesre. Szamitsuk ki a tiikkorkép koordinatait.

78. Egy haromszog két csucsa A(— 6, 0), B(6, 0), a harmadik csticsa pedig az Y =—3X+5 egyenesen
mozog. Mi a sulypontjainak a mértani helye?

79. Egy haromszog két csticsa A(— 4, 6), B(6, 2), a harmadik csucsa pedig az Y =3X+5 egyenesen
mozog. Mi a sulypontjainak a mértani helye?

80. Egy egyenld szaru haromszog szaranak végpontjai A(4, 2), B(l, 8). Mi a harmadik cstcs mértani
helye?

81. Egy haromszog egyik cslcsa A(— 3,—1). A C csucsbol induld magassagvonal egyenlete
2X+Y =3, és az ugyaninnen kiindul6 sulyvonal egyenlete X—Y=1. Szamitsuk ki a két hidnyz6
csucspont koordinatait.

82. Az a és b mely értékeire lesza 2X—ay —1=0 és a 4X—y+b=0 egyenletii egyenes
a) egymassal parhuzamos, b) egymasra merdleges, ¢) azonos?

83. Egy haromszog két cstucspontjanak koordinatai A(— 4, 0), B(4, O)A harmadik csucs végigfut a
2X—5Yy + 25 = 0egyenletii egyenesen. Milyen alakzatot alkotnak a haromszogek sulypontjai?

84. Egy egyenl6 szart haromszog szarainak egyenlete 3X—2Y =20 és 3X+2Y =10 . Hatarozzuk meg

2

85. Egy haromszog A csucsabol induld magassagvonaldnak egyenlete y = x+2. Az ugyanezen
cstcsbol indulé sulyvonal egyenlete 3X—Y =4 . A B cstics koordinatéi (— 2, 2). frjuk fel a B csuccsal

3
az alap egyenesének az egyenletét, ha tudjuk, hogy az alap felezépontja az (5, —j pont.

szemkozti oldal egyenletét.

86. Egy haromszog két csticspontjanak koordinatai A(4, 6), B(3, —1) . A harmadik csticspontbol indulo
szogfelezd egyenesének egyenlete Yy = % X . Szamitsuk ki a harmadik csticspont koordinatait.

87. Egy haromszdg A cstcsbél induld sulyvonalanak egyenlete X +14y =—20, a C csucsbol induld

sulyvonal egyenlete 5X—8Y =4, az AC oldal egyenlete 3X—10y =-8. Hatarozzuk meg a harmadik
sulyvonal egyenletét.

88. Egy haromszog csucspontjainak koordinatai A(— 1 l), B(7, 1), C(O, 8). Milyen aranyban metszi az
A csucsbol indulo magassagot a C csticsbdl indul6 sulyvonal?

89. A P(X, y)pont ugy mozog a koordinatarendszer sikjaban, hogy az x =5 egyenletli egyenestol
kétszer olyan tavol van, mint az Y =8 egyenest6l. Milyen palyan mozog a P pont?
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90. Hatarozzuk meg a P paraméter értékét ugy, hogy
a) a 3X—4Yy =5 egyenletii egyenes parhuzamos legyen a PX+Y =2 egyenletii egyenessel,

1
b)yaz y= g x—4 egyenletii egyenes parhuzamos legyena Y = F X+1 egyenletii egyenessel,

c) a 2X—9Y =—3 egyenletii egyenes merdleges legyen a 3PX+ Y =2 egyenletii egyenesre,

daz y= %(x —3) egyenletli egyenes merdleges legyen a Y =—PX+5 egyenletii egyenesre.

91. frjuk fel az AB szakaszfelezd merélegesének egyenletét. A(— 4, —5), B(6, 9)

92. Egy téglalap két szomszédos csicsa A(—l, —2), B(5, —5). Az egyik atlo egyenesének egyenlete
7X+4y =15 Szamitsuk ki a hianyzé csucsok koordinatait.

93. Egy haromszog magassagpontja M (1, 2), két csucsa A(— 6, 2), B(Z, —2). Szamitsuk ki a C cstics
koordinatait és a haromszog teriiletét.

94. Hatarozzuk meg azoknak a pontoknak a halmazéat a sikban, amelyeknek egy AB szakasz
végpontjaitdl mért tdvolsagai négyzetének kiilonbsége 25, ha a szakasz végpontjainak koordinatai

Al 2), B(8,10).

95. Az e egyenes egyenlete 2y =—5X+7. Az f egyenes atmegy a P(4, —5) ponton és az x tengelyb6l
5 egységet vag le. Szamitsuk ki az e és f egyenesek hajlaszogét.

96. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely a P(lO, 12) ponton, és a 4X+3y=30¢s a

4X + 3y =3 egyenletii egyenesek kozé esé szakaszanak az y tengelyre esé merdleges vetiilete 3 egy-
ség. Hany megoldés van?

97. Adott a koordinatarendszerben az e: Xx-2y=0 egyenes és az A(14;2) pont. Tudjuk, hogy AC=BC,
ahol C illeszkedik az e egyenes elsé negyedbe esé részére, B illeszkedik az X tengelyre, és CB
parhuzamos az y tengellyel. Adjuk meg a C és B pontok koordinatait.

98. A K(4;2) kdzéppontu, 40 sugart kor és az x tengely két metszéspontja legyen A és B. Az ABC
haromszégben AC=BC, tovabba az ABC haromszog beirt korének kézéppontja K. Adjuk meg a C
pont koordinatait.

99. Az x? — (4k — 2)x + y?> — (2k + 4)y + ¢ = 0 koregyenletben hatirozzuk meg ak és ac
paraméter értékét tigy, hogy a kor érintse mindkét koordinatatengelyt.

100. Az ABC egyenld szarti haromszog két szaranak egyenlete:

7x —4y = =24 x — 8y = 4, a harmadik oldalara illeszkedik a P(10;4) pont.

a) Adjuk meg aszarak C metszéspontjat. b) frjuk fel a C csucsra illeszkedd belsé szogfelezd
egyenletét. ¢) rjuk fel a haromszdg harmadik oldalegyenesének egyenletét.

101. irjuk fel annak akornek az egyenletét, amelyre illeszkedik az A(-7;5) pont, tovabba az
(x —2)2 + (x — 3)% = 17 egyenletii kort az E(-2;2) pontban érinti.
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102. Tekintsiik a K(5;2) kdzéppontu, r=3 egység sugart k kort. Az origobdl az e és az e, érintdk
htzhatok a k korhoz.

a) Irjuk fel e; és e, egyenletét.

b) Mekkora szoget zar be egymassal e;¢és e,?

¢) Mekkora teriiletii az a sikidom, amelynek pontjaibol a k kor 600-nal nem kisebb, 900-nal pedig
nem nagyobb szogben lathatd?

103. irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad a P(2, 5) ponton, tovabba a
koordinatarendszer tengelyeinek pozitiv felével a lehetd legkisebb teriileti haromszdget fogja kozre.

104. Egy haromszog cstucsai A(—2,—3),B(8,1),C(4,6). a) Szamitsuk ki a haromszog
magassagpontjanak koordinatdit. b) Szamitsuk ki a haromszog kore irhaté koér kozéppontjanak
koordinatait. c¢) Irjuk fel ezen két pontot 6sszekotd egyenes, az ugynevezett Euler-egyenes egyenletét.

105. Az ABC haromszog csucspontjai A(—1,—2), B(7,2),€(0,5).

a) Bizonyitsuk be hogy a P(8, 1) pont illeszkedik a megadott ABC haromszdg koré irhato korre.

b) Jeldlje E, F, G a P pontnak az AB, BC, CA egyenesre vonatkoz6 merdleges vetiiletét. Szamitsuk
ki az E, F, G pontok koordinatait.

c) Bizonyitsuk be, hogy az E, F, G pontok egy egyenesre illeszkednek. A kapott egyenest a ponthoz
tartoz6 Simson-egyenesnek nevezziik.

VII. Fiiggvények hatarértéke és folytonossaga
Osszetett és inverz fiiggvények

1. Abréazoljuk a fiiggvényt és hajtsunk végre fiiggvényvizsgalatot!

f:[-33] >R f(x)=—x-2/+1 f:[-2z;2z] >R f(x)=|sin¥|
f:[-3;3] >R f(x)=|x—2/+|x+2 f:R—>R f(x)=2""
fi[-2;2] - R f(x)=—§x+3 fi:R >R f(x)=%(x—4)2+2

2. Abrazoljuk a fiiggvényt és hajtsunk végre fliggvényvizsgalatot!

f(x)=x*>-2x+3 g(x) =Vx*—6x+9 h(x)=\/N i(x)=\/N-sgnx

3. frjuk fel az f (g (X)) Osszetett fliggvény hozzarendelési szabalyat. Minden szerepld fliggvény értel-
mezési tartomanya a valos szamok halmaza.

FO)=[x, g()=3x—4  f()=x* g(x)=3-4  f(x)=x-1 g(x)=3x-4

4. Adjuk meg az fog ésa gof figgvényt. D, =[L | f(x)=+X, D, =R-{0} g(x)==
X
D, =R, f(x)=x*+5, D, =R-{0}, g(x):%
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D, =R, f(x)=2-3x, D, =R-1{0}, g(x)=§

5. Abrazoljuk: f(x)=[sin)x|  g(x)=ltg||

6. Allapitsuk meg a kiilsé és a belsé fiiggvényt a kovetkez6 osszetett fiiggvények esetében.

F0=(x+3" g =[sonx]  h)=[] i)=Vx-2  j(x=2"
7. Abrézoljuk ezeket az Osszetett fliggvényeket: f(x) = |093|X| g(x) = ||o93 x| h(x) = sgn [x]

8. Abrazoljuk a fiiggvényt és hajtsunk végre fiiggvényvizsgalatot!
i0=lgx  k(x)=2cos(x+7z) I(x)=lgsinx  m(x)= 2

9. Adjuk meg a kovetkezo fiiggvények inverz fliggvényét, ha van.
f(X)=x+5 g()=x>+1  h(x)=3x-1 i(x)=+Jx  jx)=4  k(x)=log,x

10. Abrazoljuk ezeket a fiiggvényeket az inverziikkel egyiitt egy koordinatarendszerben.

1) 2 . o1
f(X)=(§j g(x)=2" h(x) =2 x i()=vx+4  j== k(x)=log, X
X =
2
11. Abrazoljuk ezeket a fiiggvényeket az inverziikkel egyiitt egy koordinatarendszerben.
F)=—t  g0)=2F3  hp=X i =¥xed ()=
X x-1 x-1 X—7
Definiciok

l. Véges helyen vett véges hatarérték

Az f fiiggvény hatarértéke a b helyen c, ha
a) f értelmezve van b egy lyukas kornyezetében

b) minden &) 0-hoz megadhato egy olyan ¢ )0 szam, amelyre teljesiil, hogy ha b—S <x<b+&,
de x=b, akkor C—e< f(X)<C+e¢.

Megjegyzések

1. Ennek a szemléletes jelentése az, hogy a b —& és b+ kozott felvett fiiggvényértékek a ¢
koriili &€ sugara savba esnek.

2. Jelolés: |XIrTg f(X)=c, masképpen f(X)—>C, ha x —>b
3. A definici6 b) pontja masképpen:
minden ¢)0-hoz van olyan )0 szam, amelyre teljesiil, hogy ha 0<|x—b|<&, akkor

[f()—c<&.
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I1. Végtelenben vett véges hatarérték

Az f fiiggvény hatarértéke a végtelenben A, ha
a) létezik egy olyan P ) 0 szam, amelynél nagyobb minden x-re f(x) értelmezve van
b) minden &)0-hoz megadhaté egy olyan K szim, amelyre teljesiil, hogy ha X) K, akkor
A-e<f(Xx)<A+e.
Megjegyzések
1. Jelblés: 1@0 f(x)=A, masképpen f(X) > A ha x>

2. A definici6 b) pontja méasképpen:
minden ¢ ) 0-hoz van olyan K ) 0 szam, amelyre teljesiil, hogy ha X) K, akkor | (x)- A<«

I11. Végtelenben vett végtelen hatarérték

Az f fliggvény hatarértéke a végtelenben végtelen, ha
a) létezik egy olyan P ) 0 szam, amelynél nagyobb minden x-re f(x) értelmezve van

b) minden R) 0-hoz megadhato egy olyan K szam, amelyre teljesiil, hogy ha X ) K, akkor f(x))R

Jelolés: lim f(X) = oo, masképpen f(X) >0, ha X — 0

IV. Véges helyen vett végtelen hatarérték

Az f fliggvény hatarértéke a b helyen végtelen, ha
a) f értelmezve van b egy lyukas kdrnyezetében

b) minden R -hoz megadhat6 egy olyan 0 )0 szam, amelyre teljesiil, hogy ha b—5 <x<b+&, de
x =b, akkor f(X))R.

Megjegyzések
1. Jelolés: |X|ng f (X) =, masképpen f(X) >, ha x —>b

2. A definici6 b) pontja masképpen:
minden R -hoz van olyan )0 szam, amelyre teljesiil, hogy ha 0 <|x—b| < &, akkor f(X))R

V. Folytonossag

Az f fiiggvény folytonos a b helyen, ha

a) értelmezve van b egy (nem lyukas!) kornyezetében

b) létezik b-ben hatarértéke

C) a fiiggvény b-ben vett hatarértéke megegyezik a b-ben vett helyettesitési értékével, azaz

lim £ (x) = f (b)

Megjegyzés

A definici6 masképpen:

Az f fiiggvény folytonos a b helyen, ha

a) értelmezve van b egy (nem lyukas!) kdrnyezetében
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b) minden ¢£)0-hoz van olyan )0 szam, amelyre teljesiil, hogy ha |x—b|<s, akkor
() —f(b)<e&.

Feladatok

12. Szamitsd ki és bizonyitsd a definici6 alapjan:

2
_ X" +3x-10
a) lim x=5 b) lim X=5 C) I|m—5 im X —_—
x—>2-0 X — 2 x—2+0 X — 2 o X—2 x——0 X — 2 xaz X—2

14. Szamitsd ki és bizonyitsd a definicio6 alapjan:

a) lim X7y i 23Xy gy X2 d) lim —>X=11
X—>—4+0 X + 4 X—>—4-0 X + 4 X—>o X 4 4 X——0 X 4 4
e) lim f) lim ! ) lim h) lim i) lim ) lim —
X—2+0 X2 x—2-0 X2 4 g X——2+0 X2 Xx——2-0 X2 4 X—>00 X 4 J x—0 X 4
2 b) lim X° +4x+3 o) lim x® —6x* ) lim x® — 6x? - x? —5X+6
1o Mennyi ) 3 010 x* — 6x° e O ax-10

17. Sejtsiik meg a hatarértéket, majd keressiink a definicidoban szereplé & -hoz megfeleld & -t.

- - 1 - 2 - - 9X2 _1
a) IX|£n2(7x+1) b) lem(zx—Sj c) limx d) IX|Ln2(3x—4) e) IXIE 1
3
nlim2 g lime- 22 ) timigx X2
x—0 X—3 Xx—5 X —
18. Lassuk be a definici6 alapjan, hogy
a) lim X1 _5 b) limvx=+3 ¢ limt=1 d) lim4* =16
x=3 X —1 X—>3 x->2 X 2 X—2
19. Lassuk be a definicio alapjan a kovetkez6 hatarértékeket: a) lim+vx—2+4=ow
2
X° -9 _ : 1
b) lim i+4 =00 c) lim— =2 d) |Im(X2+3)=oo e) lim \/:+2 =2
X0 |g X x—3 X —3x X—0 x>0 | X
. - .1 . _
) 1im 4% = o g lim>X=2_5 ) hm\ﬁ:o i) lim>X"% _5
X—>0 X—>0 3X 3 x—0 \| X X—>00 X
20. Lassuk be a definici6 alapjan a kovetkezd hatarértékeket:
a)lim(4x+6)=c0  b) imvx=c0 ) limx* = d) limIg(x—4)=o0
X—0 X—>00 X—00 X—0o0

e) lim(dx+6)=c0 ) lim(x2-10)=0 ) lim(x*—4x)=c0 h) limvx—2+4=o0

X—00 X—00 X—00 X—>0

21. Sejtsiik meg a kovetkezd hatarértéket, majd hatarozzuk meg a definicidban szerepld bal és jobb

oldali megfeleld & -t: lim 2x+1

x->2 X —1
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6x -1 .1

22. Sejtsiik meg a hatarértéket, majd bizonyitsuk be a definici6 alapjan: lim lim =
x>0 4X + 3 x—0+0 ¥
. . 5 . 1
lim log, . X lim lim (—+1 lim | —+4
x—0+0 ’ x—2+0 X — 2 x-3+0\ X =3 x>-2+0\ X + 2
23. Szamitsuk ki a hatarértéktételek segitségével:
. BX+5x? _ 3x*+ X 3%+ 2x° _ X*+3
lim——"— lim lim== 2~ lim———
x>0 X x>0 X 42 x>0 5X° —X x>0 5X° + 2X

24. Lassuk be, hogy limx=a
X—a

25. Hol folytonos jobbrol és hol folytonos balrdl az f(X)= [X] ésaz f(x)= {X} fliggvény?
5x° —6x+4

26. Szamitsuk ki: lim j_)
o (x—1)x? -3

27. Hatarozzuk meg hatarértéket, majd bizonyitsuk azt be a definici6 alapjan:

. x-3 . X+3
lim —— lim ——
x—0+0 X x—>0+0 2%
. X +4 _ _ , XX+ 27x+ 27
28. Hatérozzuk meg: lim lim tgx lim (x +3)(x - 3) lim
x>0 5X x> 0 x—>-3 X0 X+3
2
2 2
. . X . X°=9 . X°—=8x+12 . 1-+/x
lim 20 im [2x] lim| = lim = lim———— lim Jx
x—>-3 X4+ 3 x—>-3 x—-3 x-3 X% —3x x>3 X°—06X+8 x>l 1—X
x> —5X+6

29. Hatarozd meg és bizonyitsd be az eredményt: lIm——
g Y YE o2 X% +3x-10

30. Bizonyitsd be, hogy az f(X)=—X+8 fliggvény mindeniitt folytonos.

31. Hatarozzuk meg a kdvetkezd fiiggvények hatarértékét a végtelenben:

5x 4+ 7 ¢ _3X2—5X-|-7
f(x)= . ) ==
X —7X 4X —5X
32. Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények hatarértékét a minusz végtelenben:
2x* —15x+13 2% +2x+7
fx) =2 20022 fo =200
3X° =X 4X° —Xx+9
33. Hatarozzuk meg a kdvetkezd fiiggvények hatarértékét az x=0 helyen:
2 2
X" —2X X
Fx) = 2XF2 f(x)= fx)=—r
X+6 X X+1
34. Hatarozzuk meg a kdvetkezd hatarértékeket:
. 2X% - 2X . x*-2x-3 . X?—8x+12
lim——- lim————— lim———
=L X7 =X -3 9—xX -2 X° —6X+8

35. Hatarozzuk meg a kdvetkezd bal- és jobboldali hatarértékeket:
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lim [x] lim [x] lim X1
x—>3-0 X—3+0 x—0+0 By
w41 X+ Tx+12 X+ Tx+12 . x> -9 . x> -9
lim === lim ———— im ———— im ———— im —————
x-0-0 5x x>2-0 X° +5X+6 x>-2+0 X +5X +6 x>-3-0X“ +6X+9 x>-3+0 X° +6X +9

36. Folytonosak-e ezek a fiiggvények az x=2 helyen?

X—2 X— 2 x* -4
=" F0=— f(x)= —

37. Valasszuk meg a p paraméter értékét ugy, hogy a fiiggvény folytonos legyen.

3x—-2,hax<5 2X+5,hax<5 4x—2,hax<5
f(x) = (x) = f(x)=
X+ p,hax>5 px+10, hax >5 px+p,hax25
x> —4 x> —4 X% —
yhax#-2 ,hax<-2 hax>—2
f(X)=1 x+2 f(X)=1 x+2" f(X)=1 x+2"
p,hax=-2 p—Xx, hax>-2 —X+p,hax<-2

38. Mennyi az f és a g fliggvény hatarértéke a 3 helyen?

D, =R, f(x)=2x?-15 D, =1L |, Q(X)—X+3X

39. Van-e a kovetkez0 fiiggvényeknek hatarértéke a 3 helyen? Ha van, hatdrozzuk meg!

-9
D, =R—{+3} f(x)—2X+g D, =R-{+3}, f(x)= 2X+6

40. Van-e a kovetkezd fiiggvénynek hatarértéke a —3 helyen? Ha van, hatarozzuk meg!

2
D, =R—{-3} f(x)=sinXOX*9

X2 -9
X2 —3x

41. Szamitsuk ki a fiiggvény hatarértékét a 3 ésa —3 helyen! D; =R - {0; 3}, f(x)=

42. Hol folytonosak ezek a fiiggvények? f:R—R f(X)=2x*—x+3
2X+6 h 5
f:(R-{5))>R f()_2X+56 fiRO>R ()= x5 "
10, hax=5
43. Valasszuk meg a p paraméter értékét ugy, hogy a fliggvény folytonos legyen.

£ = x*, hax<3 F(x) = 2x—5hax>3
X+ p,hax)3 p—X, hax<3

2

, ha x=3, f(3)=0

9_
44. Melyik fiiggvény hol folytonos, melyik hol nem? f(x) = 3

2

9-x
900 = 3+x

ha x#-3, g(-3)=6 h()_ﬂ ha x = +3, h(+3)——
9-x? 6
45. a) Szamitsuk ki a) az f és g fiiggvény bal- és jobboldali hatarértékét x = 4-ben
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D, =[L10) fo=[] D, =110} g(x) :E}

b) Szamitsuk ki a h és i fiiggvény bal- és jobboldali hatarértékét x = %-ben.

D,=R h(x)=Finx]  D,=Dx i(x):{i}

Sin X
46. Hol van véges ¢és hol van végtelen hatarértéke ezeknek a fliggvényeknek?
log;x, hax)0
D, =R—{0}, f(x)=1log,|X D,=R, g(x)=41, hax=0
log,(-~x), hax<0
D, =R, h(X):3‘X‘ D, =R-Z, i(x):%
4X° =X

47. Melyik fiiggvénynek van a végtelenben véges hatarértéke? d(X) = \/; e(x) = ‘X‘

(=[x g(x):ﬁ 00=x-I  00=—1  k(=cosx  1()=tgx

x—[x]

3x% — 2 i 5x3 —6X+3 i 5x% —6X+3

A - lim im im
48. Hatarozzuk meg: el 32 1 o> % 1+ x—1 el NC]

. 5x*—6x+3 . ox-1 X341 . Bx2—7x
lim=——— im—  lim= lim———
x> 2X° + X -1 Xo® 2 — X xow X* -1 x> 5X° —TX

49. Hatarozzuk meg a fliggvények hatarértékét az értelmezési tartomanyokon kiviili pontban.
x3-2x . x5+3x3+x . x%-9 . x3-8 _H1VE—1 , ( 1 2 )
x-1

1-x  1-x2

lim m lim
x-0 X x—0 x3+x2-2x x—3 Xx—3 x—2 X2—4 x—-1 x—1

50. Vizsgaljuk meg a fliggvények jobb és bal oldali hatarértékét a kérdéses helyen.

lim sgnx lim { x*hax <1 lim {lg;g hax>0 lim %
X—0 x>1(x+ 1, hax>1 x-0(x“,hax <0 X—2 X—2
Végeredmények

12.a) lim ::2 =00, mert minden R>0 szdmhoz megadhat6 egy 5 > 0 tigy, hogy ha
2-5<x<2,akkor f(x)>R. 5:% (R>1)

12.b) lim_ ))::2 =—oo, mert minden R <0 szamhoz megadhaté egy & > 0 gy, hogy ha
2<x<2+05,akkor f(X)<R. 5=%

12.¢c) lim X=5 _ 1, mert minden & >0 szamhoz megadhat6 egy K > 0szam ugy, hogy ha x > K ,

X—0 X_
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akkor 1-¢ < f(X) <1. K =3+2
£
12.d) lim X—_g =1, mert minden & >0 szdmhoz megadhaté egy R < 0 szam tigy, hogy ha x <R,
X—>—00 X_
akkor 1< f(x)<1+e. R-2¢-3
£
2
. X" +3x-10 .
12.e) |XILT; — = IXILnZ(X +5) =3 mertaz f(X)=Xx+5 fiiggvény a 2-ben folytonos.
. —3x-11 . , . ,
14.a) lim St mert minden R >0 szamhoz megadhaté egy & > 0 tigy, hogy ha
X—>—4+ X +
—4<x<-4+5,akkor f(x)>R. s=_*
R+3
. —3x-11 . , , ,
14.b) I|r£1 0 xad —oo, mert minden R <0 szamhoz megadhat6 egy & > 0 tigy, hogy ha
x>-4-0 X+
_4-5<x<—4,akkor f(X)<R s=—1 (R<-3)
R+3
14.c) lim L_Arll = -3, mert minden & >0 szdmhoz megadhaté egy K > 0szam tigy, hogy ha
X—>00 X+
1-4¢ 1
x> K, akkor —3< f(x)<-3+e. K= (g<zj
&£
. —3x-11 . , . .
14.d) lim a4 -3, mert minden & >0 szdmhoz megadhat6 egy K <0szam tigy, hogy ha
X—>—00 X+
x <K , akkor —3—& < f(X) <-3. K41
£

14.¢) lim veauyiaiel mert minden R >0 szdmhoz megadhaté egy & > 0 ugy, hogy ha
2<x<2+5, akkor F(X)>R 5= PR -2

14. 1) lim vayiainal mert minden R <0 szamhoz megadhat6 egy & > 0 tigy, hogy ha
2-5<x<2,akkor f(x)<R. S=2- 1+4R (R<—%)

14.9) lim_ vyl mert minden R <0 szamhoz megadhat6 egy & > 0 tigy, hogy ha
—2<x<-2+5,akkor f(X)<R. 0=2- 1+|'jR (R<—%j

14.h) lim_ vyl mert minden R >0 szamhoz megadhaté egy & > 0 ugy, hogy ha
—2-5<x<-2,akkor f(X)>R. 5=\/?—2

14.1) im 4 0, mert minden & >0 szamhoz megadhat6 egy K > 0szam ugy, hogy ha x > K,
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akkor 0< f(X)<0+e. K = /1+4g
&

14. ) Iirrg 21 n :—%, mert minden & >0 szamhoz megadhaté egy & > 0szam tigy, hogy ha
X— X J—
| 16¢
O—5<x<0+6,akk0r—l—g<f(x)<—1+g. 0=
4 4 de+4
2
. X" +4x+3 .
15.b) x“an = X||f[13(X +1)=-2, mertaz f(X)=x+1 fiigevény a —3-ban folytonos.
0 lim X% i Lo
15 x—0+0 x* 6)(3 x—0+0 ¥ B
d)lim* =% _jim 121 L figavény a 6-ban fol
15. S b X B mert az f(x)=; fliggvény a 6-ban folytonos.
15.¢) lim by x=3_ 1 taz f(x)=X=> figgvény a 2-ben folyt
e ———— < =IIM——=—-= mertaz f(x)= liggvény a 2-ben folytonos.
=22 +3x—10 2 X+5 7 X) =55 Esvey Y

VI1II. A kor és a parabola koordinatageometriaja
A kor egyenlete

1. Melyik egyenlet kor egyenlete?
X% +2y* —8x-1=0 x2—y?=0 x> +y>—2xy—4y+1=0
x?+y2+1=0 X2 +y? —2x—4y+1=0
X° +y?—6x+4y+12=0

2. Igazoljuk, hogy a kovetkezd egyenletek korok egyenletei!
X* +y%>—-12x+20y+15=0 X +y? +2x-2y+1=0
X +y°+3x-2y+2=0 2x%> +2y*—x=0

3. Igazoljuk, hogy az x* +y? —6x+8y =0 és az X* + y* + 2x—12y +1=0egyenletek korok egyen-
letei! Szamitsuk ki a kozéppontok tavolsagat és irjuk fel a korok kozéppontjain atmend egyenes
egyenletét!

4. frjuk fel az A(L,0) B(9,0) C(5,8) pontokon atmend kir egyenletét!
5. Irjuk fel a kor egyenletét, ha ismerjiik a kozéppontjat és a sugarat: C(4, 5) r=3

C(3.3) r=+5 C(-13) r=5 C(2,0) r=35 c(0,-3) r=+13
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6. Hatarozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amelynek
a) kozéppontja a C(4, 3) pont, és athalad az origon;
b) kozéppontja a C(— 3, 4) pont, és athalad az origon;
¢) kozéppontja a C(5, — 2) pont, és athalad az A(4, 3) ponton.

7. Hatirozzuk meg a (2, 3) kdzépponti és az r =5 sugara kor a) —1,0,1 2, 3, 4 abszcisszaju

pontjainak az ordinatait, b) az 1, 0, —5ordinataju pontjainak az abszcisszait.

8. rjuk fel a kor egyenletét, ha az atmérdjének a végpontjai

AL1), B(5,-1) A4,1), B(2,3) A(-5,4), B(32)

9. Induljunk ki az (x—6)* +(y + 4)* =36 korbél, és a) tiikrozziik az x tengelyre, b) tiikrozziik az y
tengelyre, ¢) tiikrozziik az origora. Irjuk fel az igy kapott korok egyenletét.

10. Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely athalad a kovetkezd ponton, és mindkét koordina-
tatengelyt érinti (ez harom kiilonboz6 feladat). a) A(2, 9), b) B(6, 3), c) C(4, 2)

11. Mi annak a kornek az egyenlete, amelynek a sugara 5 egység, athalad a A(9, 9) ponton, €s
a) érinti az x tengelyt, b) érinti az y tengelyt.

12. frjuk fel az A(~2, 4) és a B(4, 2) pontokon athaladé /20 sugart kor egyenletét.

13. Hatarozzuk meg a kovetkezo koregyenletekbdl a kozéppontok koordinatait, a sugarakat:
2 2
X
X2+y2=25 ?+y?:25 X2+y2_2X—4y—|—1=0 X2+y2—6X+4y+12=0
X2 4y +4X—6y—36=0 X? +y? +6x+2y-6=0 X +y*-8y+7=0
x* +y?+10x=0

14. Trjuk fel az x> +y® —6x+8y =0 és az X* +y* +2x—12y +1=0 korok kézéppontjain athalado
egyenes egyenletét.

15. Hogyan helyezkednek el a A(2,3), B(3,-3), C(~4,-2) D(-4,3) pontok az
x* + y? = 20 korhoz viszonyitva?

16. Hogyan helyezkednek el a A(~3,0), B(5,0), C(4,2) D(2,7) pontok az
(x+1)? + (y — 2)* =25 korhoz viszonyitva?

17. Hogyan helyezkednek el a A(-1,3), B(-4,3), C(— V5, \/3) pontok az
X* +y? +2Xx—6y +1=0 korhoz viszonyitva?

18. Hatarozzuk meg az A(— 1, 1) B(4, 2) C(4, — 4) pontokon athaladé kor egyenletét!
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19. Az A6,5) B(8,1) C(0,-3) D(-1,4) pontok egy négyszdget hatiroznak meg. Szdmolassal
vizsgéljuk meg, hogy a négyszog hurnégyszog-e!

Kor és egyenes, két kor

20. Hatarozzuk meg a kor és az egyenes kdzos pontjainak szamat.
x> +y>=25 2x+y=10 x*+y*=10 3x+y=10

21. Milyen helyzetiick a kovetkezd egyenesek az x* + y* =36 korhoz képest?
X—2y+5=0 5x-12y+26=0 3x-4y+30=0 X+y-17=0

22. Hatarozzuk meg a kor €s az egyenes kozds pontjainak szamat.

a) X>+y°-5x=0 y=X-2 b) x*+y*—2x=0 3x-y=0
23. Milyen helyzetii a 3X—Y =7 egyenes az x* + y> —2x—4y—15=0 korhoz képest?

24. Hatarozzuk meg az X +y*> =9 egyenletii kor és az X—Y =1 egyenletii egyenes metszéspontja-
inak a koordinatait!

25. Hogyan kell az m értékét megvalasztani, hogy az X +y* = 25 egyenletii kornek és az y = MX+6
egyenletii egyenesnek kettd, illetve egy kozos pontja legyen, illetve ne legyen kdzos pontjuk?

26. Szamitsuk ki az X—2Y =8 egyenletii egyenes azon pontjainak a koordinatait, amelyek a P(3, O)
ponttol 5 egységnyi tavolsagra vannak!

27. Hatarozzuk meg a b paraméter értékét Gigy, hogy a 3X—2Y =D egyenletii egyenes érintse az
x* +y% =9 egyenletii kort!

28. Hatarozzuk meg az x> +Yy’ =5 egyenletii kornek a 2X—Y =1 egyenletii egyenesre meréleges
érintdit! Szamitsuk ki az érintési pont koordinatait!

29. Irjuk fel az Xx*+y?—6x+2y=7 egyenletii kor 2 abszcisszaju pontjaban rajzolhatd érintd
egyenletét! Hany megoldas van?
30. Irjuk fel az x* +y® +4x—2y =75 egyenletii kornek azon érintéit, amelyek parhuzamosak az

1
y= 3 X +1 egyenessel!

31. frjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely atmegy a P(— 2,1) ponton, és a 3X—2y =06
egyenletli egyenest annak 4 abszcisszaji pontjaban érinti!

32. frjuk fel a kor egyenletét, amely atmegy az A(2, l) ponton, érinti az x tengelyt, kézéppontja pedig
az X—2Y =1legyenletii egyenesre illeszkedik.

33. Hatarozzuk meg annak a kérnek az egyenletét, amely athalad a A(3, 0) és B(— 1, 2) pontokon, és
a kozéppontja az X—Y+2=0 egyenesre illeszkedik.
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34. Hatarozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely athalad a A(O, 4) ponton, és az Y =X—3
egyenest a 4 abszcisszaju pontjaban érinti.

35. Hatarozzuk meg, hogy mely pontokban metszik ezek a korok a koordinata-rendszer tengelyeit!
(x=2) +(y-3) =25 X°+y°+2x-3=0

36. Milyen tavolsagra van az X + y* —6x+6Yy + 2 =0 kor kozéppontja a 3X+4Y =2 egyenestsl?

37. Irjuk fel a kor egyenletét, ha a kozéppontja
a)a C(O, 0) pont, és a kor érinti a 2X—Y—-5=0 egyenest,
b) a C(Z, 3) pont, és a kor érinti a X—3Y+4=0 egyenest,
c)a C(—l, 2) pont, és a kor érinti a 4X—Y—5=0 egyenest.

38. irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely
a) érinti a 4X—3Y = 26egyenest az 5 abszcisszaju pontjaban, és athalad a A(—2, —3) ponton,
b) érinti a 2X+ Y =8egyenest a 4 abszcisszaju pontjaban, és athalad a B(7, 3) ponton.

39. Valamely kor egyenlete X° +y? +2x—2y—14=0. Hatarozzuk meg a P(l, 3) ponton athalado
legrovidebb huar egyenletét és hosszusagat.

40. Hatarozzuk meg azokat a pontokat, amelyek az X+2Y =7 egyenesre illeszkednek, és a P(3, 7)
ponttol 5 egység tavolsagra vannak.

41. Irjuk fel az x* +y® = 25 kor P(4, 3) pontjéhoz tartozo érintdjének az egyenletét.

42. Az x*+y® =100 korhoz érintdket huzunk a P(G, 8) és a R(8, 6) pontokban. Szamitsuk ki az
érinték metszéspontjat.

43. Keresslik meg az
a) X +y? =25 komek a 4X—2Y =7 egyenessel parhuzamos érint&it.
b) x*+y? =5 komek a 2X—Y+1=0 egyenessel parhuzamos érintit.

44. Trjuk fel a) az (x—1)* +(y —2)* = 25 kor P(5, 5) pontjahoz tartozo érint6jének az egyenletét.

45. Az X*+Yy?+4x—4y—18=0 korhoz egy rajta kiviil fekvé P pontbol érintdket rajzolunk.

Szamitsuk ki a P pont koordinatait, ha az érintési pontokon athaladé szelé egyenlete X—Yy—2=0.

46. Az X* +Yy? —6x+10y —66=0 korhoz érintéket huzunk, melyek parhuzamosak a 4X—3y =0
egyenessel. Hatdrozzuk meg az érintdk egyenleteit és az érintési pontok koordinatait.

47. A x> +y? —10x —12y + 45 = 0 korhoz érintdket huzunk, amelyek parhuzamosak az Y = 3X egye-
nessel. Hatarozzuk meg az érintdk egyenleteit.

48. Az x* +(y—2)* =5 korhoz érintdket hiizunk, amelyek merélegesek az Y =0,5X+1 egyenesre.
frjuk fel az érintSk egyenleteit.
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49. frjuk fel az (x—1)? +(y+2)? =4 kor (3,1) ponton 4thalad6 érintinek az egyenletét!

50. Hatarozzuk meg az Xx* + y* —4x —10y +19 = 0 kérnek azokat a pontjait, amelyek az (5, —l) pont-
tol Ot egység tavolsagra vannak.

51. Mi annak a kornek az egyenlete, amelynek kozéppontja a C(6, 4) pont, és az
X® +y? —2x+ 2y —14 =0 kort kiviilré] érinti?

52. frjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely az (x +1)* + (y — 2)? =100 kort a (7, 8) pontban
beliilrdl érinti, és az x tengelyt is érinti.

53. Szamitsuk ki, hogy a X* +y? —3x+2y—-5=0 korhoz a P(— 4, 6) pontbdl mekkora érintésza-
kasz huzhato.

54. Szamitsuk ki a két kor kdzds pontjainak koordinatait! x? +(y —4)° =10 (x—8)* +y? =50

55. Vizsgéljuk a kdvetkezd kordk viszonylagos helyzetét!
a)X2+y2_2X_4y—3:O X2+y2—4X—6y—5=0
b)X* +y? —2x+4y-1=0  x*+y*—6y—-3=0

A parabola egyenlete

56. Irjuk fel a parabola egyenletét, ha a) fokusza a (— 7, 0) pont, és a vezéregyenesének az egyenlete

x —7 =0, b) fokusza a (0, —4) pont, és a vezéregyenesének az egyenlete Y —4=0.

57. frjuk fel a parabola egyenletét, ha adott a vezéregyenesének az egyenlete és a fokusza.

y+1=0 (4,3) y-3=0 (2,-3) y-6=0 (3,-2) x-1=0 (4,2)

58. Irjuk fel a parabola egyenletét, ha adott a tengelypontja és a fokusza.
T(-12) F(-14) T(4,2) F@B2)

59. a) Irjuk fel a parabola egyenletét, ha a fokusza a F(O, 6) pont, a tengelye az y tengely, és a
fokuszanak a vezéregyenestdl vald tdvolsaga 8 egység.

b) Irjuk fel a parabola egyenletét, ha a fokusza a F(6, 2) pont, a tengelye parhuzamos az x tengellyel,
és a fokuszéanak a vezéregyenestdl valo tavolsaga 4 egység.

60. Hatarozzuk meg a parabola fokuszanak a koordinatait, a paraméterét és a vezéregyenesének az
egyenletét.

y? = 24x y? = -8x x? =6y xX*+y=0  4y*+x=0  (x-5)=8(y+6)

61. Hatarozzuk meg a parabola fokuszanak a koordinatait, a paraméterét és a vezéregyenesének az
egyenletét.

(y-2)P=12(x+3) (y-3f=-4(x+1) y*=4x-8 y?*=4-6x x*=6y+2
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62. Hatarozzuk meg a parabola fokuszanak a koordinatdit, a paraméterét és a vezéregyenesének az
egyenletét.

X*=2-y y:%x2+x+2 y:—%x2+2x—7 y?—10x—-2y—-19=0

63. Hatarozzuk meg a parabola fokuszanak és csticspontjanak koordinatait, a szimmetriatengelyének
¢és a vezéregyenesének az egyenletét.

y=%x2—4x+5 y=4x>-2x+1 y:%x2+3x y:—%x2+2x—1=0

64. Tiikrozzik az a)y :%x2 —4x+3,b) y= %xz +X—2 paraboldkat az y = x egyenesre, majd

hatarozzuk meg az igy kapott parabolék tengelypontjanak és fokuszanak koordinatait.

Parabola és egyenes, parabola és kor

65. Milyen hosszu az y = % x* parabolanak az a hurja, amelynek egyenese a parabola fokuszan halad

at, és a normalvektora (— 2, 1)?

66. Hatarozzuk meg az y = éxz parabolanak a —6 abszcisszaji pontjaban a parabolahoz huzott

érint0 egyenletét.

67. Hatarozzuk meg az y = % x> parabolanak a P(Z, 4) ponton athalado érintének egyenletét.
68. Hatarozzuk meg az m értékét igy, hogy az Y = MX—2 egyenes érintse az y = %xz parabolat.
69. Hatarozzuk meg az y = %xz parabolanak az Y =—X+4 egyenessel parhuzamos érintdjét.

70. Az x* =16y parabolahoz érintét huzunk, amely meréleges az y = —% x egyenesre. Irjuk fel az

érintd egyenletét!

71. Hatarozzuk meg az y* = 2pX paraboldnak az y = x egyenessel parhuzamos érintéjén az érintési
pont koordinatait.

72. Hatarozzuk meg az y* = 2px parabolaban a p értékét igy, hogy a parabola érintse az
a) azy=§+1, b) az X—2Y +5egyenest.

73. Hatarozzuk meg az (5, - 7) pontbol az y? =8x paraboldhoz huzhaté érinték egyenletét!

74. Erdekes a feladat szovege. Egy parabola tengelypontja az y® =8x parabola fokusza, a fokusza
pedig az adott parabola tengelypontja. Szdmitsuk ki a parabolak metszéspontjait!

66



75. Az origon atmend, felfelé néz6 parabolanak (Y = —-——X") és az origon atmend elséfoku fligg-

2p

vénynek (y =mx) ap és m milyen értékeire van és milyen értékeire nincs k6zds pontja?

76. Egy parabola egy pontja A(11, 9)tengelypontja T(7,1), tengelye parhuzamos az y tengellyel.
Mennyi a paramétere és mi az egyenlete?

77. Milyen alakzatot alkotnak (adjuk meg az egyenletét) az x tengelyt érintd, (0, 4) ponton athaladé
korok kozéppontjai?

78. Hany pont hataroz meg egy parabolat egyértelmiien?

79. Az origdbdl elhajitunk egy testet az elsd siknegyedben. Hatarozzuk meg az egyenletét, ha 36

méterre repiil ugy, hogy 12 magassagig emelkedik, utana stillyed.
2

X
80. Melyek az Y = ? egyenletl parabolanak azok a pontjai, amelyek az A és B pontoktol egyenld

tavolsagra vannak? (— 4, 2), (4, - 2)

81. Az ABCD négyzet A csticsa az Y = X* —5X +8,25 egyenletii parabola cstcsaban, B és D szintén
a parabolan van. Adjuk meg a négyzet csucsainak koordinatait.

82. Hatarozzuk meg az y* = 2X parabolanak a (— 4, —1) ponton atmend érintdjének egyenletét!

83. Szamitsuk ki a parabola és a kor metszéspontjanak koordinatait, ha egyenletiik:
yZ:%x X2 +y? = 25 y2=18x  x2+12x+y?—64=0

84. Hatarozzuk meg az y° = 6X parabola és a X* + Yy’ =16 kor hajlasszogét!

Az ellipszis és a hiperbola

85. Szamitsuk ki az ellipszis nagy- és kistengelyét, fokuszainak a koordinatait!
2 2

2 2
AN A IR AN 2 4 5y2 = 24 2 _
169+144 1 9+12 1 3x“ + 5y 15 2x*+y 4
86. Irjuk fel az ellipszis egyenletét, ha a nagytengelye 26 egység, fokuszai (—10, O), (14, 0), b) a
kozéppontja a (— 3, 4) pont, nagytengelye 10 egység, kistengelye 8 egység, és a nagytengelye par-
huzamos az x tengellyel.

87. Szamitsuk ki a hiperbola valos és képzetes tengelyének a hossziisagat és a fokuszok tavolsagat!
2 2 2

%-%:1 %—4y2:1 36x2—64y? =2304  4x? -8y’ =32

88. Hatarozzuk meg annak a hiperbolanak az egyenletét, amelynek képzetes tengelye 10, fokuszai

(4,4), (-8,4).
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Mértani helyes feladatok

89. Mi azon pontok mértani helye, amelyeknek az (1, 0) ponttél mért tavolsaguk négyzetének a
szamértéke egyenld az x = 1 egyenestol mért tavolsagukkal?

90. Mi a (3, 4) ponton athalado és az x tengelyt érintd korok kozéppontjainak mértani helye?

91. Mi azon korok kdzéppontjainak mértani helye, amelyek érintik az x =10 egyenest, és athaladnak
a (2,1) ponton?

92. Mi azon pontok mértani helye, amelyeknek az (1, 0) ponttol feleakkora tdvolsagra vannak, mint
az x =4 egyenestol?

93. Mi azon pontok mértani helye, amelyeknek a (3, 2) ponttol kétszer akkora tavolsagra vannak,
mint az y tengelyt61?

94. Mi azon pontok mértani helye, amelyeknek az (O, 9) ponttdl hdromszor akkora tavolsagra

vannak, mintaz Y =1 tengelyts1?

95. Hol vannak a sikban azok a pontok, amelyek a) kétszer akkora, b) feleakkora tavolsagra vannak
az x=1 egyenletli egyenestdl, mint a (7, 0) ponttol?

96. Hol helyezkednek el a sikban azon kérdk kdzéppontjai, amelyek érintik az x* + y* = 25 egyenletii
kort és atmennek a (8, 0) ponton?

Vegyes feladatok

97. Hatarozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely az x* + y* = 25 egyenletii kort beliilrol érinti
a (4, 3) pontban és érinti az abszcisszatengelyt.

98. Hatdrozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely az x° + y* = 25 egyenletii kort a (— 3, 4)
pontban érinti és a sugara 15.

99. Hatarozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amelynek a kozéppontja az O(— 3, —2) pont és

érinti a 2X+ Y = 3egyenletii egyenest.

100. frja fel annak a kornek az egyenletét, amely az abszcisszatengelyt a (3, 0) pontban érinti, és az
ordinatatengelybdl 8 egység hossziusagl hurt metsz ki.

101. irjuk fel annak a parabolanak az egyenletét, amelynek a tengelye az y tengely, tengelypontja az
origo ¢€s a fokusza a (0, 3) pont.

102. frjuk fel az y?=16xegyenletii parabola azon érintSjének egyenletét, amely atmegy az

S5X—y =7 ésa 2X+Y =14 egyenletii egyenesek metszéspontjan.

68



103. Az y= % x® egyenletii parabolanak melyik pontja van legkdzelebb a (0, 5) ponthoz?

104. Irjuk fel az y? = x egyenletii parabola azon hurjanak egyenletét, amelyet a (6, 1) pont felez.

1 . .
105. Az y= 2 x® egyenletii parabolanak melyik pontja van legkdzelebb a (0, 5) ponthoz?
106. Hatarozzuk meg a p értékét tigy, hogy az y = Zi x2 egyenletii parabolat érintse az x* + y* =25
p

és az (x —14)2 + (y + 2)2 =125 egyenletii korok metszéspontjain &tmend egyenes.

107. Adjuk meg azon P(x;y) pontok halmazat, amelyek koordinataira teljesiil:
a) (x2—yH(x2+y2-4)=0 b) (x? — y)?+(x? + y*> — 14y + 36)2 = 0

108. Adott a derékszogli koordinata-rendszerben harom pont: A(4,7), B(—6,—4),C(2,—3)

a) Szamitsuk ki az ABCD paralelogramma AC és BD atléegyenesének hajlasszogét.
b) Igazoljuk, hogy az ABCD paralelogramma teriiletének mérészama egész szam.

109. Tekintsiik a y = (p — 1)x% + 2x — (p + 1) egyenletii parabolakat, ahol p valos paraméter és
p#l. Melyek ezek koziil azok a paraboldk, amelyek az x tengelyt két, egész koordindtdjii pontban
metszik, vagy egy egész koordinataju pontban érintik?

110. Hatarozzuk meg a C paraméter értékét ugy, hogy az x? + y% — 11x — 7y + ¢ = 0 egyenletii
korbdl az x tengely haromszor akkora hurt metsszen ki, mint az y tengely.

111. Az y = x?egyenletli parabola fokuszpontjat F, vezéregyenesének egy tetszéleges pontjat P
jeloli. Bizonyitsuk be, hogy a PF szakasz felez6 merbleges érinti a parabolat.

112. Melyek a koordinatai annak az abszcisszatengelyre illeszkedd pontnak, amelybdl az x = y?
egyenletli paraboldhoz két olyan érintt lehet huzni, amelyek az y tengellyel egy szabalyos
haromszoget fognak kozre? Szamitsuk ki a kialakuld szabalyos haromszog tovabbi csucsainak
koordinatait.

113. Egy rombusz egyik csucsa A(—1,4), egyik atloja pedig illeszkedik az y = %x + 2 egyenleti

egyenesre. Szamitsuk ki a négyszog hianyzo csticsainak koordinatait, ha tudjuk, hogy oldalanak
hossza v10.

IX. Valésziniliségszamitas

1. Egy urndban 3 fekete, 4 fehér és 8 piros golyd van. Visszatevés nélkiil kétszer egymas utan egy-
egy golyot kihtizunk. a) Adja meg az eseményteret! b) Mennyi a valoszinlisége, hogy egymas utan
két pirosat huzunk? ¢) Mennyi a valdsziniisége, hogy egyik htizas sem fekete?

2. Egy szabalyos dobokocka egy lapjara az 1-es, két lapjara 2-es, harom lapjara pedig 3-as szam van

irva. A dobokockaval kétszer dobunk egymas utan. a) Adjuk meg az eseményteret. b) Mennyi annak
a valdsziniisége, hogy a dobott szamok 0sszege 4?
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3. Egy jatékkockarol megallapitottak, hogy nem homogén (azaz ,,cinkelték™), s igy az 1-es dobasanak
valosziniisége 1/4, mig a vele szemben 1évé 6-osé 1/12. A tobbi szam dobasanak valosziniisége
egyenld. Mennyi annak a valoszintisége, hogy e kockaval paros szamot dobunk?

4. Szabalyos tetraéderek lapjaira a 0, 1, 2, 3 szamokat irtdk. Két ilyen tetraéder feldobasa utan egy-
egy szam alulra keriil. a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy a takart szamok 0sszege 67
b) Legnagyobb valoszinliséggel mennyi lesz a takart szamok 0sszege?

5. Az 6t0s lotton az egyik héten a kovetkez6 szamokat huztak ki: 47, 60, 65, 81, 89. A kovetkezd heti
szelvényen ezeket a szdmokat jeloljiikk meg. Mekkora a valoszintisége, hogy telitalalatunk lesz?

6. Dani meg akarja latogatni egy budapesti baratjat. Harom uton is eljuthat hozza, amely utakon
hétkdznap délutan rendre 0,3; 0,2; 0,7 eséllyel keriil dugdba. Arra gondol, hogy egy véletlen kisérlet-
tel fogja eldonteni, merre menjen. Feldob két szabalyos pénzérmét, és ha két irast kap eredményiil,
akkor az els6 uton; ha egy fejet és egy irast, akkor a masodik Gton; mig ha két fejet, akkor a harmadik
uton fog menni. Mekkora az esélye, hogy a) dugdba keriil; b) nem keriil dugéba?

7. Panni lakohelye kozelében négy kis élelmiszeriizlet is van. Sajnos, a kenyér gyakran hamar elfogy.
Az egyes lizletekben — eddigi tapasztalati szerint — rendre 0,7; 0,8; 0,9 és 0,65 eséllyel kap csak ke-
nyeret szombaton délben. a) Milyen valdszintiséggel fog kenyeret kapni egy szombat déli vasarlasnal,
ha barmelyik boltba valé indulas esélye azonos? (A zarora kozelsége miatt csak egy boltot van ideje
felkeresni.) b) Akkor milyen valdsziniiséggel kap egy szombat délben kenyeret, ha nem egyforma
gyakorisaggal valasztja a boltokat, hanem rendre 0,1; 0,4; 0,3; illetve 0,2 eséllyel? (A zaréra kozel-
sége miatt csak egy boltot van ideje felkeresni.)

8. Csapadékos, kodos id6 esetén — a tapasztalatok szerint — minden tizezer utnak indulé aut6 koziil 4
baleset részese lesz, mas iddjaras eseten pedig csak 1. A csapadékos, kodds id6 gyakorisaga Osszel
20%. Mennyi az esélye, hogy egy novemberi napon egy utnak induld autét baleset ér?

9. Vegyszeres szunyogirtas soran a szinyogok 80%-a elpusztul. A masodik permetezés mar csak az
¢letben maradottak 40%-at pusztitja el (ellendllo képesség fejlodik ki a ,,tulélékben), a harmadik
irtds mar csak a megmaradt sziinyogok 30%-ara halalos. a) 1 millié szinyog koziil atlagosan hany
marad életben a harom permetezés utan? b) Mekkora a valosziniisége, hogy egy kivalasztott sziinyog
mindharom permetezést taléli? ¢) Dongicse, a szinyog, tulélte az els6 permetezést. Mekkora az
esélye annak, hogy nem ¢li til a tovabbi kett6t?

10. Egy 34 {6s osztalyban 18-nak a matematika, 15-nek az irodalom a kedvenc tantargya, 5 tanalonak
mindkét targy a kedvence. Az osztalybol 1 tanulot véletlenszerlien kivalasztva mennyi annak a
valoszinlisége, hogy a) a két tantargy koziil legalabb az egyik a kedvenc targya; b) egyik tantargy sem
a kedvence?

11. Gyangoliaban a kis gyangik 85%-a szoke. A gyanga népesség kb. 9 millio, és tudjuk azt is, hogy
Osszesen kb. 150 milli6 sz6ke ember ¢l Gyangolidban. Ezek alapjan mondjon véleményt a kvetkezd
érvelésrol: ,,A gynangak nagy eséllyel szOkek. Taldlkoztam egy szOke emberrel. Nagy eséllyel
gyanga lehetett.”

12. Egy késziilék 50 alkatrészt tartalmaz. Az alkatrészek mindegyike esetén 0,3% annak a valoszi-
nlisége, hogy egy éven beliil meghibasodik. a) Mekkora annak a valdszintisége, hogy a késziil¢k a
garanciaidon (1 év) belill meghibasodik? b) Mennyire kell leszoritani az egyes alkatrészek egy éven
beliili meghibasodéasanak valdsziniiségét, ha azt szeretné a gyarto cég, hogy a garanciaidon beliil ezer
késziilékbdl atlagosan legfeljebb 40 darab hibasodjék meg?
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13. Két szabalyos dobdkockaval egyszerre dobunk. Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobott pontok
Osszege 9-nél nagyobb, B azt, hogy az egyik kockan feliil 6-0s van.
Hatarozzuk meg az A + B, illetve az AB esemény valdsziniiségét!

14. Egy csomag (32 lapos) magyar kartyabol kihtiztunk egy lapot. Az A jelentse azt az eseményt,
hogy zoldet huztunk, a B azt az esemény, hogy kiralyt. Hatdrozzuk meg az A, a B az A+B ¢és az AB
esemény valoszinliségét!

15. Egy csalad kirandulni megy a hétvégén. Legyen A az az esemény, hogy a csalad fogaskerekil
vasuttal utazik, B pedig jelentse azt, hogy libegéznek. Vizsgalja meg, hogy mit jelentenck a kovetke-

z6 események! a) A+ B b) A-B c) B A

16. Egy csalad kirandulni megy a hétvégén. Legyen A az az esemény, hogy a csalad fogaskerekii
vasuttal utazik, B pedig jelentse azt, hogy libegéznek. Vizsgalja meg, hogy mit jelentenck a kovetke-

z6 események! a) A-B b) A-B c) A+A-B

17. Egy szabalyos dobokockat egymas utan kétszer feldobunk. a) Mennyi a valdszintisége, hogy
masodszorra nagyobb szamot dobunk, mint elsére? b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a dobott
szdmok Gsszege legalabb 10?

18. Egy dobokockaval 8 dobast végeztiink. Mennyi a valosziniisége annak, hogy pontosan haromszor
dobunk |-est?

19. Egy szabalyos dobokockéval az elsd hatosig dobunk. Hatarozzuk meg annak a valoszinliségét,
hogy egy dobassorozat legfeljebb 6t dobasbol all!

20. Harom pénzérmét egyszerre feldobunk. Mennyi a valésziniisége, hogy mindegyik fej lesz?

21. Két kockaval dobva egyszerre mekkora valdszintiséggel lesz a kapott szamok koziil a nagyobb (a
nem kisebb) 3?

22. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy két kockaval dobva a kapott pontok Gsszege
a) legalabb 5, b) legfeljebb 9?

23. Melyik pontszamosszeg a legvalosziniibb harom szabalyos kockéval dobva?

24. Egy tarsasjatékban a jatékosok csak 6-ost dobva tehetik a babujukat a startmezore. Mennyi annak
a valoszinlisége, hogy Andrea az elsd hatost a) masodszorra dobja, b) 6tddszorre dobja?

25. Kristof szeretné tudni, hogy mekkora annak a valdsziniisége, hogy egy kockaval haromszor dobva
legalabb egyszer hatos jon ki. a) Hogyan lehet ezt kiszdmitani? b) Mennyi a valdsziniisége, hogy
éppen harmadszorra sikeriil az elsé hatost dobni? c) Mekkora az esélye, hogy Kristof nem kezdheti
el harom dobas utan sem azt a jatékot, ahol 6-os dobéssal lehet beszallni?

26. Marcell idé6t és faradsagot nem kimélve a kovetkezot jatszotta: egy szabalyos kockat addig dobott
fel, amig feliilre nem keriilt a 6-0s. Ezt megismételte sokszor. Minden egyes esetben felirta, hanyadik
dobasra kapott el6szor 6-0st. a) Véletlen-e, hogy a leirt 100 szam kéziil az I-es fordult el6 legtobbszor?
b) Eléfordulhatott-e, hogy a leirt szamok kozott szerepelt a 21-es? Ha igen, akkor mennyi ennek a
valoszinlisége?

27. Feldobunk egy szabalyos érmét. Ha fej az eredmény, akkor egyszer; ha iras, akkor kétszer dobunk
egy szabalyos dobokockéaval. Mekkora annak a valosziniisége, hogy lesz hatos dobés?
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28. Feldobunk egy érmét: ha fej, akkor olyan kockaval dobunk, amelynek 2 piros és 4 fehér lapja van;
ha iréas, akkor olyannal, amelynek 3 piros ¢és 3 fehér lapja van. a) Mennyi a valdszinlisége, hogy a
kockéval pirosat dobunk?

29. Ha kockaval 1 ¢s 4 kozti szamot dobunk, akkor egy 3 piros és 5 fehér golyot; ha 5-6st vagy 6-0st
dobunk, akkor egy 3 piros és 2 zold golyot tartalmazo dobozbdl huzunk egyet. a) Mennyi a valoszi-
niisége, hogy piros golydt htizunk?

30. a) Egy 5 piros és 5 fehér golyot tartalmazod dobozbol egy golyo kiesett (nem tudjuk, milyen).
Mennyi a valdszinlisége, hogy ebbdl a dobozbdl 2 golyo6t hizva mindkettd piros? b) Egy 5 piros €s 5
fehér golyot tartalmazd dobozbol két golyo kiesett (nem tudjuk, milyenek). Mennyi a valoszintlisége,
hogy ebbdl a dobozbol 2 golyot htizva mindkettd piros?

31. Ha a hét napjait véletlenszeriien dsszekevernénk, mekkora a valdsziniisége, hogy a) hétfével kez-
ddédne és vasarnappal végzddne a hét; b) szerda és csiitortok szomszédos napok lennének?

32. Egy 15 fiubol és 15 lednybdl all6 osztalybol 4 személyt kisorsolunk. Mennyi annak a valoszinii-
sége, hogy a kisorsolt személyek kozott a) ugyanannyi it és lany szerepel; b) tobb leany, mint fia
szerepel?

33. a) Egy hazasparnak négy lanygyermeke van. (A fiuk, illetve lanyok sziiletési esélyét most vehet-
juk egyarant 0,5-nek.) Mekkora a valdsziniisége, hogy az 6todik gyerekiik fia lesz? b) Mekkora annak
a valoszinlisége, hogy egy hazasparnak mind az 6t gyermeke lany legyen (és egy fit sem)? c) Mek-
kora annak a valoszintisége, hogy egy otgyerekes hazasparnak 2 fiti- és 3 lanygyermeke legyen?

34. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy 25-0s 1étszamu osztalyban akad legalabb két olyan
tanulo, aki a) ugyanabban a honapban; b) ugyanannyiadik héten; ¢) ugyanazon a napon sziiletett?

35. Egy-egy cédulara felirtuk kiilon-kiilon az 1, 3, 4, 8, 9 szdmokat és ezt az 6t cédulat dobozba tettiik.
Innen véletlenszeriien huzva és balrdl jobbra egymas mell¢ letéve a céduldkat, mennyi annak a valo-
szinlisége, hogy a kapott 6tjegyli szam a) paros, b) paratlan, c) 4-gyel oszthatd?

36. Hét darab gylimolcsjoghurtot helyeziink el véletlenszerti sorrendben egymas mellett a hiitd pol-
can: 3 darab epreset és 1-1 darab dszibarackosat, almésat, citromosat, malnasat. Mekkora a valoszi-
nlisége annak, hogy az elhelyezés sordn az epres joghurtok egyméas mell¢ kertilnek?

37. Homar és Tomi teniszeznek. Homar 0, 6, Tomi 0,4 valosziniiséggel nyer meg egy jatszmat.
Osszesen harom jatszmat jatszanak, és az a gydztes, aki tobb jatszam nyer meg. a) Mekkora az esély
arra, hogy Tomi gyengébb jatékos 1étére megnyerje a versenyt? b) Mekkora annak a valoszintisége,
hogy Tomi vesztes jatszma nélkiil nyeri meg a versenyt?

38. Egy urnaban fekete és piros golyok vannak, dsszesen 100 darab. 80-szor egymas utan huzunk,
ebbdl 79-szer piros a huzéas eredménye. a) Mit josol a 81. hlizasra, ha az el6z6 80 huizas mindegyike
utan visszatettilk a kihuzott goly6t? b) Becsiilje meg, hany piros és hany fekete golyd lehet az
urnaban? Indokolja is meg a valaszat!

39. Egy kosarban 3 narancs és 2 alma van. Visszatevéssel véletlenszertien kivalasztunk 4 gytimolcsot.
Jel6lje x a kivalasztott narancsok szamat. a) Milyen értékeket vehet x, és melyiket mekkora valoszi-
niliséggel? b) Mennyi a valdszintisége, hogy lesz narancs a valasztott gyiimolcsok kozott. ¢) Mennyi
a valoszinlisége, hogy pontosan 1 narancs lesz a kivalasztott gylimolcsok kozott?
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40. Kamillanak harom vizsgat kell letennie. A vizsgék teljesitésének valdsziniiségét rendre 0,8; 0,9
és 0,7 értékiire becsiili. Hatarozza meg annak az esélyét, hogy Benjamin a) mind a harom vizsgat
teljesiti; b) pontosan két vizsgat teljesit!

41. Egy urnadban négy golyd van, melyek 1-t6l 4-ig meg vannak szdmozva. Visszatevés nélkiil
kihuzunk két golyot. Jeldlje a kihuzott golyokra irt szamok 6sszegét x. a) Milyen értékeket vehet fel
x, melyiket milyen valdszintiséggel? b) Hatdrozza meg az x valosziniiségi valtoz6 varhato értékét és
szorasat!

42. a) Hatarozza meg, hogy milyen értékeket vehet fel 2 szabalyos dobdkockaval dobva a kapott
szdmok dsszege! b) Melyiket milyen valdszinliséggel?

43. Két olyan dobokockaval dobunk egyszerre, melyek mindegyikének egy oldalara a 0-s, két
oldalara a 3-as és harom oldalara a 6-os szdmjegy van irva. a) Milyen értékeket vehet fel a dobott
szdmok Gsszege, melyiket milyen valdszinliséggel?

44. Egy urndban 5 cédulan ,,1”, 3 cédulan ,,2”, 1 céduladn ,,3” szerepel. a) Kihtizva egy cédulat, milyen
eredmény milyen valdsziniséggel fordulhat el6? b) Ha két cédulat huzunk egyszerre, mekkora
valdszinliséggel lesznek egyformak?

45. Egy dobozban 1év6 50 golyo koziil 45 fekete és 5 piros. Taldlomra kihuzunk a golydk koziil 5-6t.
Mennyi annak a valoszintsége, hogy kozottiik pontosan egy piros van?

46. Egy urnaban 4 piros és 6 fehér goly6 van. Kihuzunk egy golyot, felirjuk a szinét és visszatessziik
az urnaba. Ezt megismételtilk még haromszor. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy 4 huzas koziil
pontosan egyszer szerepel a piros goly6?

47. Egy urnaban 4 piros €s 8 fehér golyd van. Kihtizunk egy golyot, majd visszatessziik. Ezt még
négyszer megismételjilk. Mennyi annak a valoszintisége, hogy pontosan haromszor fehéret huzunk?

48. Egy csomag (32 lapos) magyar kartyabol kihtizunk egy lapot, majd visszatessziik azt. Ezt megis-
mételjiilk még 6tszor. Mennyi annak a valdszintisége, hogy pontosan haromszor piros lapot huzunk?

49. Egy viragkertészetben azt allitjak, hogy 0,9 valésziniiséggel kihajtanak a naluk kaphat6 tulipan-
hagymak. Egy kertépitd vasarolt 100 hagymat, s ebbdl csak 80 hajtott ki. Ezért visszament panaszt
tenni, hogy 6 legalabb 90 t4 tulipant akart, s azért vett 100-at, mert a kertészet allitasat ugy értelmezte,
hogy ebbdl pontosan 90 fog kihajtani. Mennyi a valdszintisége, hogy 0,9-es kihajtasi valosziniiség
esetén 100 t6 koziil éppen 90 hajt ki?

50. Hatarozza meg, mik a lehetséges kimenetelek a kdvetkezd kisérletekben, és melyik milyen valo-
szinliségll. a) Egy jatékautomatanal a nyerés valosziniisége 0,2. Ot egymas utdni jatékban vizsgaljuk
a nyerések szdmat. b) Harom pénzérmét feldobva vizsgaljuk a fejek szamat.

51. Egy sziilészeten egy nap alatt 18 gyermek jott a vilagra. Az 0jsziilottekrdl feltessziik, hogy ugyan-
olyan eséllyel lesznek fiuk, mint lanyok. a) Mekkora az esélye, hogy a sziiletett fik szama legalabb
3-mal nagyobb, mint a lanyoké? b) Mennyi az esélye, hogy ugyanannyi fiti sziiletett, mint lany? c)
Hogyan valtozik a b)-beli esély, ha a fiasziiletés esélyére a vilagatlagot: 0,512-t vessziik alapul?

52. Egy csomagkiild6 szolgélat tapasztalatai szerint azoknak az embereknek, akik kaptak arukatalo-
gust, a 60%-a rendel valamilyen arut. Mekkora a valdszintisége annak, hogy 10 olyan ember koziil,
akik kaptak katalogust a) legfeljebb 4; b) legalabb 8 rendel arut?
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53. Ha egy virag szinéért felelds gén mindkét allélje azonos, akkor ettdl fiiggden a virdg vagy piros,
vagy fehér lesz. Ha a két allél kiilonb6z06, akkor rozsaszin. Két rozsaszinti virag keresztezésekor 0,25-
0,25 valészintiséggel hajt ki piros, illetve fehér, 0,5 valoszintiséggel rozsaszin virag. Két rozsaszinii
virdg keresztezésébdl 10 palantat neveliink, amelyek mind kihajtanak. a) Hany piros virdg lehet
kozottiik, melyik mekkora valosziniiséggel? b) Hany fehér virag lehet kozottiik, melyik mekkora
valosziniiséggel? ¢) Hany rozsaszin virag lehet kozottiik, melyik mekkora valosziniiséggel?

54. Egy vizsgén a kérdésekre ,,igen”-nel vagy ,,nem”-mel kell valaszolni. Egy tanul6 ,,vakon” tippel,
azaz 0,5 valoszinliséggel felel ,,igen”-nel, illetve ,,nem”-mel. Mekkora a valoszinlisége annak, hogy
a feltett 10 kérdésbdl a) legalabb 5-re; b) legalabb 7-re; ¢) mind a 10-re helyesen valaszol?

55. Mielétt felvételi vizsgara mentem, a tanarom azt mondta, hogy kb. 60% esélyem van hogy 15
pontos felvételit irok. A vizsgara késziiléskor 7 felvételi feladatsort oldottunk meg. Felteve, hogy a
tanaromnak igaza volt, mennyi a valdsziniisége annak, hogy 15 pontot irtam a) mind a 7 feladatsoron;
b) a 7-bdl pontosan 6 feladatsoron; €) a 7-b6él pontosan 5 feladatsoron?

56. Gréti hosszu 1d6 ota versenyez magasugroként. Ugrasai technikailag jol kivitelezettek, de telje-
sit6képességének fels6 hatara kozelében mar ,,csak a véletlenen mulik”, hogy egy ugrasa sikeres lesz-
e. Edz6je megallapitotta, hogy egy-egy versenyen jo kozelitéssel 0,54 annak a valdsziniisége, hogy
Gréti teljesiti a 205 cm-es magassagot. (Egy magassagon haromszor lehet kisérletet tenni, ha
harmadikra sem sikeriil 4tugrani, akkor a versenyzd kiesett.) Mekkora annak a valosziniisége, hogy
egy versenyen Gréti elsre atugorja a 205 cm-t?

57. Egy iizemben 500 elkésziilt munkadarab koziil 10 selejtes. A mindség-ellenérzés soran talalomra
kivesznek az 500 koziil 20-at. Mekkora valoszintiséggel van ezek kozott a) 0; b) 3; ¢) 5 selejtes?

58. Matematikaoran a 27 f0s osztalybol 5-en hidnyoznak. A tanar 3 didkot akar feleltetni, akiket
sorsolassal valaszt ki. Mekkora a valoszinisége, hogy a) senki nem felel, mert mindharom kisorsolt
didk hidnyzik; b) egy feleld lesz, mert a kisorsoltak koziil ketten hidnyoznak?

59. Egy iskolai rendezvényen 30 ajandékot sorsolnak ki az eladott 500 tombolajegy vasarloi kozott.
Ha 10 tombolajegyet vettiink, mennyi a valdszinlis€égé annak, hogy a) nyeriink; b) pontosan két
ajandékot nyertink?

60. Egy nagyvarosban a diakok 1,5%-anal talaltak legalabb 150-es 1Q értéket, 6k a zsenik. Talalomra
kivalasztottak 200 didkot. a) Mennyi a valdszinitisége annak, hogy lesz zseni a kivalasztottak k6zott?
b) Mennyi a valdsziniisége, hogy nem lesz zseni a kivalasztottak kozott? ¢) Mennyi a valoszinlisége,
hogy pontosan 2 zseni lesz a kivalasztottak kozott?

61. Egy talban koriilbeliil 120 szem cseresznye van, kozottiik 5% kukacos. Dori egy marék cseresz-
nyét (10 szem) kivesz a talbol. a) Mekkora a valoszinlisége, hogy nincs kozottiik kukacos?

b) Mekkora a valdsziniisége, hogy Dori az dsszes kukacos cseresznyét kivette a talbol? ¢) Ha Andrea
cseresznyéi kozott nem volt kukacos, akkor mennyi annak a valdszinlisége, hogy az dccse altal
kimarkolt 10 szem koz6tt sem lesz?

62. Harminc darab 40 wattos és 70 darab 60 wattos g6 koziil talalomra egymas utan kivesziink két
darabot Uigy, hogy az elsdnek kivalasztottat visszatessziik. Mennyi a valoszinlisége annak, hogy a)
mindkett6 40 wattos lesz; b) egyik sem lesz 40 wattos; ¢) csak az egyik lesz 40 wattos?

63. Egy csomag (32 lapos) magyar kanyabol talalomra kihuztunk nyolc lapot. Mennyi annak a valo-
szinlisége, hogy ezek kozott van legalabb egy z61d?

64. Egy dobozban 1év6 40 goly6 koziil 32 fekete és 8 piros. Talalomra kihuzunk 4-et. Mennyi annak
a valdszintisége, hogy van kozottiik piros?
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65. Egy lizemben bizonyos alkatrészeket gyartanak. A meds megallapitotta, hogy a gyartott tizezer
alkatrész 3%-a hibas. Egy kislizem ezen alkatrészekbdl 2000-et rendel. Mennyi annak a valdszini-
sége, hogy 80 hibasat kap?

66. Egy gyufagyarban a mindség-ellendrzés soran megallapitottak, hogy 0,95 valoésziniiséggel van
pontosan az eldirt (szabvanyos) 50 szal gyufa a dobozban, s csak 0,05 eséllyel tobb vagy kevesebb.
a) Mekkora az esélye, hogy 5 doboz gyufat véve mindegyikben pontosan 50 van? b) Mekkora az
esélye, hogy legalabb két dobozt talalunk az 6t doboz k6zo6tt, amelyik nem szabvanyos? ¢) Mekkora
az esélye, hogy 100 doboz kdzott pontosan 95 szabvanyos lesz?

67. Egy csoportban 4 lany és 6 fiti van. Véletlenszeriien kisorsolunk a csoportbol két fét. Mekkora az
es¢lye, hogy egy lany ¢€s egy fiu lesz koztiik?

68. Kozvélemény-kutatasok készitése sordn a tapasztalatok szerint a kivalasztott emberek kb. 80%-
at érik el. Mekkora a valosziniisége annak, hogy a) 10 kivalasztott személybdl legalabb 8-at; b) 20-
bol legalabb 15-6t megtalalnak?

70. Egy varosban a tapasztalatok szerint az utasok 6%-a jegy nélkiil utazik a metrén. a) Mekkora a
valoszinlisége annak, hogy egy 50 utast szallito kocsiban a) pontosan 2; b) legalabb 3 potyautast
talalnak? c) Hany utas kozott talalunk legalabb 90%-os valdszinliséggel legalabb egy potyautast?

71. Ezer kabatbol 50-en szovési hiba van. Mennyi az esélye, hogy legfeljebb 1 lesz hibas, ha 10
kabatot vesziink?

72. Vilagszerte a férfiak 17%-a balkezes, de szakérték ugy gondoljak, hogy néhany tavoli hegylako
torzsben ez a tulajdonsag kevésbé gyakori. Egy antropolégus meglatogat azon a vidéken egy falut, és
30 véletlenszertien kivalasztott férfit megvizsgal. Koziiliik csak kettd balkezes. Alatamasztja-e ez az
eredmény azt, hogy ezekben a hegyi térzsekben kevesebb balkezes férfi van, mint a vilag mas részén?
(Szamitsa ki, mennyi a valdszintisége 30 koziil legfeljebb 2 balkezesnek!)

73. Egy gépsor palackokat gyart. Normalis miikodés mellett a palackok 4%-a torétt. a) Mennyi a
valoszinlisége, hogy 50 palackbol legfeljebb 4 torott, ha a gép jol miikodik? b) Ha 50 tivegbdl lega-
labb 5 torott, milyen valoszinliséggel mitkddik mégis jol gép?

74. 2934. Egy autokat gyarto és forgalmazo cég hosszu évekre visszanyulo statisztikdja azt mutatja,
hogy az altaluk beépitett lengéscsillapitdk 5%o-e 3 éven beliil meghibasodik. Mennyi a valoszinlisége
annak, hogy a szalonban levé 17 autobol haromnak a lengéscsillapitoja 3 éven beliil meghibasodik?

75. A statisztikai adatok azt mutatjak, hogy egy bizonyos ékszeriizlet el6tt elhaladd nék 30%-a
megall, €s megnézi a kirakatot. Mennyi a valosziniisége annak, hogy az ékszeriizlet elott véletlensze-
rlien elhaladd 10 nd koziil legalabb ketten megallnak a kirakat el6tt?

76. Egy kistizem digitalis mérOmiiszereket gyart. Ellenérzés kozben rdjottek, hogy 200 darab
legyartott miiszer koziil 15 hibas. ha 200 muszer koziil véletlenszertien kivalasztunk 10 darabot, akkor
mennyi annak a valdszinlisége, hogy a) mind a 10 hibatlan lesz, b) pontosan 3 lesz hibas, c) legfeljebb
2 lesz hibas, d) mind a 10 hibas lesz?

77. Egy 1000 f0s telepiilésen éppen 300 nyugdijas ¢él. Egy kozvélemény-kutato intézet kikiild egy

kérdezdbiztost, aki 20 személyt valaszt ki véletlenszeriien a telepiilésen. Mekkora eséllyel lesz ko-
zOttiik a) éppen 6 nyugdijas; b) legalabb 2 nyugdijas?
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78. Egy kalapban szaz egyforma golyo6 van, 1-t61 100-ig megszamozva. Véletlenszeriien valasztunk
koziiliik a) egyszerre kettdt; b) visszatevéssel kétszer egymas utan egyet-egyet.

79. Hany dobokocka esetén a legnagyobb a valdsziniisége annak, hogy a kockakat egyszerre feldob-
va, a kapott szdmok kozott pontosan egy 6-0S van?

80. Egy villamosvezeto p valdszintiséggel nyitja ki egy villamos 0sszes ajtajat egyenként a
megalloban. a) Mennyi a valdszintlisége, hogy legalabb egy ajtot ki kell nyitnia a nyolcb6l egy adott
megalloban? b) Milyen p értéktdl kezdédden fog a vezetd 0,5-nél nagyobb valdszintiséggel kinyitni
legalabb egy ajtot egy adott megalloban?

81. Egy 9 tagu tarsasag felszall a harom kocsibél allo6 HEV szerelvényre, de a nagy tolongasban a
tarsasag minden tagja csak azt nézi, hogy feljusson valamelyik kocsira, nem térédik azzal, hogy a
tarsai melyik kocsiba szalltak.

a) Mennyi a valosziniisége, hogy mindharom kocsiba a tarsasag 3-3 tagja szallt? b) Mennyi a
valdsziniisége, hogy a hadrom kocsi koziil legalabb az egyikbe nem szallt fel senki a tarsasag tagjai
koziil? c) Mennyi a valdszinlisége, hogy a harom kocsi koziil legalabb az egyikbe legfeljebb egy
ember szallt fel a tarsasagbol?

82. Mi a valdszinlisége annak, hogy egy 30 fos tarsasdgban nincs két olyan ember, akiknek a sziile-
tésnapja megegyezik?

83. Mi val6sziniibb, 6 kockaval legalabb egy darab egyest vagy 12 kockaval legalabb két darab egyest
dobni?

84. A 32 lapos kartyacsomagbol kihtizunk 6 lapot. Mennyi a valdszintisége, hogy ezek kozott mind a
négy szin el6fordul?

85. Ezer ujsziilott kozott atlagban 516 fia. Mi a valdszinlisége, hogy egy 6 gyermekes csaladban a
fiok szama legalabb annyi, mint a lanyoké?

86. Annak a valoszinlisége, hogy egy lizemben a nyersanyagellatas valamely napon zavartalan, 0,75.
Mekkora a valoszinlisége, hogy 6 napon keresztiil csak 3 napon at lesz a nyersanyagellatés
zavartalan?

87. Két doboz gyufat zsebre tesziink. Mindkét dobozban 50-50 szal gyufa van. Ezutan, mikor gyufat
kell gyujtani, taldlomra vagy az egyik vagy a masik dobozbdl vesziink ki egy szalat. Ezt addig
folytatjuk, mig egy olyan dobozt nem valasztunk, amely mar iires. Mi a valdsziniisége, hogy ekkor a
masik dobozban pontosan 13 szal gyufa van még?

88. Van egy kétoldalti érménk, amelyen pontosan szabalyozhatd, hogy egy feldobasnal melyik oldal
mekkora valoszintiséggel kovetkezik be. Milyen valosziniiséggel legyen egy feldobas valdszintlisége
iras, ha azt szeretnénk, hogy az irds maximalis valdszinliséggel kovetkezzen be hat dobasbol 6tszor?

89. Egy szerencsekerék minden korcikkéhez kiilonbozé nyereményt tartozik, az egyes nyeremények
azonos valdszinliséggel kovetkeznek be. Annak a valdszinlisége, hogy kilenc forgatasbol néhany
alkalommal a fonyeremény adodik megkozelitéen 0,25. Hany alkalommal forgattuk ki kilenc
probalkozasbol a fonyereményt? (A feladat megoldasa soran kerekitsiik két tizedesjegyre a kapott
értékeket.)

90. Van egy nem szabalyos dobokockank, amelyen pontosan szabalyozhatd, hogy melyik érték

mekkora valosziniiséggel kdvetkezzen be. Milyen értékre allitsuk be az 6tds dobas valdszinliségét,

ha azt akarjuk, hogy nagyobb valdsziniiséggel kovetkezzen be hét dobasbdl hatszor, mint négyszer?
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91. Egy sorsjegyjatéknak csak két eredménye lehet: nyeriink vagy vesztiink. Annak a valosziniisége,
hogy hat sorsjegyet véve kétszer nyeriink ugyanannyi, mint hogy hat sorsjegybdl kétszer veszitiink.
Mennyi a valészinlisége, hogy egy szelvénnyel nyeriink?

92. Egy szabalytalan érmével kétszer dobva annak a valoszinlisége, hogy egy fej €s egy iras lesz:
0,18. Mennyi a valoszinlisége a fejnek és mennyi az irdsnak?

93. Egy tarsasjatékban a jatékosok minden forduloban négyszer dobnak a szabalyos kockaval. A
jatékban kiemelt fontossagu, hogy ki hany db hatost dobott. Szamitsuk ki az dsszes lehetséges hatos
dobasok szamanak valdszintiségét.

94. Nyolc kocka mindegyikével sorban egymas utan egyszer dobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy
legalabb két dobas esetén Osszetett szamot kapunk?

95. Van egy nem szabalyos dobokockank, amelyen pontosan beéllithato, hogy melyik érték mekkora
valdszinliséggel kovetkezzen be. Mennyire allitsuk be az egyes dobas valoszintiségét, ha azt szeret-
nénk, hogy nagyobb valdsziniiséggel kdvetkezzen be hétszer, mint nyolcszor tiz dobasbol?

96. Marcell, a kosarlabdaz¢ 0,35 valosziniiséggel dob egy harom pontosat. Az edzd a tegnapi meccs
statisztikai alapjan dicséri Marcellt, mert csak egy harom pontos dobésat rontotta el a négybdl.

a) Mennyi volt el6zdleg ennek a valdszinlisége? b) Mennyi a valosziniisége, hogy a kovetkezd
meccsen Marcell hét harom pontos kisérletbdl egyszer talal be?

97. Egy ruhazsikban 15 kamillas és 25 mentolos papirzsebkendd van. Ot zsebkenddt vesziink ki
véletlenszerlien. Hany darab kamillas lesz kozottiik a legnagyobb valoszinliséggel? Szamitsuk ki az
Osszes lehetséges eset valoszinliségét.

98. Egy versenyre 17 fiu és 23 lany jelentkezett. A zstri hét fot valogat a dontdbe. Mekkora valdszinii-
séggel lesznek a) csak azonos nemtiek a dontdben, b) tobben a ldnyok mint a fitk a dontében?

99. A nagypalyas focimeccs egyik pillanatdban Natasa megallapitja, hogy a kezddkdrben éppen 6t
jateékos tartozkodik. Mennyi a valdszintisége, hogy ekkor mindkét csapatbol voltak a kezddkorben,
ha a jatékosok teljesen véletlenszeriien tlinnek fel a palya barmelyik pontjan?

100. Balint 6sszehord minden tiicskot-bogarat — egészen pontosan 135 tiicskot és 92 bogarat.
Véletleniil 15 allat kiszabadul Levente legnagyobb 6romére. Mekkora valdszintiséggel megy el lega-
labb harom bogar a kissé bogaras Bélintt61?

101. Barnabasnak egy nagy zsakban van 63 labddja, ezek kozott 42 egyszind, a tobbi tarka. Mennyi
a valoszinlisége, hogy 10 labdat véletlenszertien kivéve a zsdkbdl pontosan hét egyszinii lesz koztiik?
Vegyes feladatok

102. Mennyi a valdszintisége, hogy 6toslotton kétszer egymasutdn ugyanazokat a szdmokat hlizzak
ki?

103.a Egy dobozban 5 piros goly6 van. Hany feketét kell hozzatenni, hogy fekete goly6 huzasanak a
valdszinilisége nagyobb legyen 0,9-nél?

103.b Egy okostelefon banki applikacidja a belépéshez négyjegyii PIN-kodot kér, de biztonsagi
okokbol mindig véletlenszertien osztja ki a szamjegyeket az abran lathat6 billentyiihelyekre tigy, hogy
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minden lehetséges kiosztas valdsziniisége azonos. (Egy lehetséges kiosztas szerepel az abran.) Ha
négy kiilonbozd szamjegybdl all a PIN-kédunk, akkor mekkora a valdszinlisége annak, hogy két
egymast kovetd belépés soran ugyanazokban a poziciokban hagyunk ujjlenyomatot?

104. Egy dobozban 9 fehér és 6 fekete goly6 van. Harmat kivesziink visszatevés nélkiil. Adjuk meg
a fehérek szamanak eloszlasat, azaz szdmitsuk ki, mennyi a valdszintisége, hogy 0, 1, 2, 3 fehéret
vesziink ki.

105. Egy kockat addig dobunk, mig a dobasok kdzott harom darab hatost nem kapunk. Hatarozzuk
meg a dobasok szamanak eloszlasat, azaz szamitsuk ki, mennyi a valoszintisége, hogy a k-adikra
kapjuk a harmadik hatost.

106. Rezs6 nem tanult semmit a vizsgara, ahol 10 eldontendd kérdésre kell valaszolnia. Az anyagbdl
valami kicsit dereng, ezért 0,6 valosziniséggel ir jo valaszt egy-egy kérdésre. Mekkora
valoszinliséggel megy at Rezso a vizsgan, ha ehhez minimum 8 j6 valasz kell?

107. Két doboz gyufat zsebre tesziink. Mindkét dobozban 50-50 szél gyufa van. Ezutan, mikor gyufat
kell gyujtani, taldlomra vagy az egyik vagy a masik dobozbol vesziink ki egy szalat. Ezt addig
folytatjuk, mig egy olyan dobozt nem valasztunk, amely mar {ires. Mi a valosziniisége, hogy ekkor a
masik dobozban pontosan 13 szl gyufa van még?

108. Annak a valdsziniisége, hogy egy kollégium valamelyik lakdja egy adott hapon megbetegszik
0,002. Ha 1200 lakoja van a kollégiumnak, hany agyas betegszobat kell berendezni, ha azt akarjuk,
hogy legfeljebb 0,01 legyen annak a valdszinlisége, hogy egy betegnek nem jut agy?

109. Hét torpe koziil Hofehérke leiiltet 6tot egy kor alaka asztalhoz. Tegyiik fel, hogy az Osszes
lehetséges elrendezés egyforman valoszinii. Mennyi a valdsziniisége, hogy Morgé és Kuka nem keriil
egymas mellé?

110. Tiz péar cipdbdl véletleniil kivalasztunk négy darabot. Mekkora a valosziniisége, hogy nem lesz
egy par sem?

111. Egy halastoban M aranyhal ¢és K eziisthal van. Egy horgasz addig fogja ki egyesével a halakat,
amig mar csak egyszinli hal marad a toban (tehat vagy csupa aranyhal, vagy csupa eziisthal). Mennyi
a valdszintisége, hogy a Gyuri nevii eziisthal meglssza a horgaszkalandot?

112. Egy szabalyos jaték kocka szemkdzti oldalain rendre az a, d, illetve b betii szerepel. Ketten
jatszanak, A és B. Aszerint, hogy a kockaval a-t, illetve b-t dobnak, A egy és B nulla, illetve B egy
¢s A nulla pontot kap. Ha d-t dobnak, akkor mindketten fél pontot kapnak. Hatszor dobjak fel a
kockat. Az gy6z, aki tobb pontot kap. Mennyi a valosziniisége annak, hogy a) dontetlen lesz az
eredmény, b) A gy6z?

113. Egy r sugaru kor valamely huarjat tigy valasztjuk ki, hogy a hur felez6 pontjat adjuk meg. Mennyi
annak a val6sziniisége, hogy ez a hir hosszabb a korbe irt szabalyos haromszog oldalanal, ha a hurt
ugy valasztjuk meg, hogy a korbe esetében egyenld tertileti tartomanyokba egyenld valdszintiséggel
esik?

114. Tizenot golyot helyeziink el négy dobozban. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy minden
dobozba legalabb harom goly6 kertiil?
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X. Statisztika

1. Az angoltanar otthon hagyta a csoport 15— =

dolgozatait, csak a kdvetkezo grafikont tallta { —_—

meg, amelyen a kiilonbdz6 pontokat elért e

dolgozatok darabszamat 4brazolta. 10 === =

Hat4rozza meg a csoport pontszamainak - S

atlagat, illetve a szorodasi mutatokat! 5- — . :
04— =i - l1 .

6 7 8 9 10

2. Egy kutatas soran 6t orszag adatait hasonlitottdk 6ssze (Finnorszag, Gorogorszag, Magyarorszag,
Portugalia, Spanyolorszag). Az alabbi két abra az ezer fOre juto élve sziiletéseket, illetve elhalé-

lozasokat mutatja.

1000 fore juto élve sziiletések
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—— Finnorszag = Gorogorszag Magyarorszag = Portugalia = Spanyolorszag

1000 fore juto elhalalozasok
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1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000
—— Finnorszag = Gorogorszag Magyarorszag == Portugalia = Spanyolorszag

a) Foglalja tablazatba 1970-td1 5 évenként Magyarorszag és egy masik megadott orszag sziiletési és
halalozasi aranyszamait!

b) Készitsen tdblazatot Magyarorszag és egy masik megadott orszdg népességének valtozasarol
1970-t61 1995-ig, 5 évenként, ezrelékben!
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3. Dilburban a valasztasok el6tt felmérték a két legnagyobb induld part tamogatottsagat a teljes
szavazokoru népesség korében. A partok neve DDP és DLP.

69 évesnél id6sebbek
60—69 évesek
50-59 évesek
4049 évesek

30-39 évesek

¢letkori csoportok

25-29 évesek

18—24 évesek 1 | i |
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
B popr B oLpr adott életkori csoport %-a

a) Foglalja tablazatba a diagram adatait!

b) Megallapithat6-e a fenti diagrambol a két part tamogatottsaga a teljes szavazo-koru népesség
korében? Ha igen, hogyan; ha nem, akkor miért nem?

c¢) Az adatok alapjan mit mondhatunk az egymast kovetd generaciok (,,apak és fiuk”) partszimpatia-
jarol? (Szilodk és gyermekeik €letkora kozott kb. 20-30 év kiilonbség van.)

4. Készitsen elbb tablazatot, majd alma
12%

oszlopdiagramot az adott kdrdiagram alapjan!
Az elfogyasztott gytimdlcsokben 0sszesen 60 g
szénhidrat volt. Ezek szazalékos megoszlasat

. , L i
tiinteti fel az abra. gesztenye 20%
53%
mogyoro
15%

S. 250 -
Az oszlopdiagram
alapjan szamitsa 200 2
ki a normalis
szivfrekvencia 150 4
(pulzus-szam: a o

At normalis szivfrek-
percenkénti 100 4 - vencia minimum

liiktetések szama)
minimumanak és
maximumanak
atlagat, medidnjat!

- normalis szivfrek-

50 == vencia maximum

ujszilott
3 honapos
1 éves

8 éves

12 éves
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6. viz (1)
Egy finnorszagi korzetben a lakott teriilet, az
erdd, a megmiivelt fold, illetve a vizfelszin (t6)
nagysaganak aranya az alédbbi vazlatos abrarol
olvashat¢ le. Szdmolja ki, mekkora a) az erd6
teriilete, b) a lakott teriilethez tartozé szog, c) a

korzet teljes teriilete!

lakott teriil
30 km?

muvelt teriilet
1200 km?
(160°-0s cikk)

7. A 2001-es iskolai matematika irasbeli érettségi jegyek megoszlasat mutatja a kovetkezo grafikon
a tanulok tovabbtanulasi szandéka szerint.

erdé
(88°-0s cikk)

100% -
75% -
50% A
0% S ‘ I'_-IL |
" | 4 5
— - - — _— Ti ———— —_— ﬂ. _ — —_—
egyetem, fGiskola 0,1% | 208% | 29,6% 233% | 262%
[ felsfoki szakmai | 07% | S57.3% | 328% | 1.1% 2,1%
| [l Kkozépfoku szakmai | 1,0% | 700% | 253% | 3,1% 0,6%
B nem tanul tovabb 23% | 61,7% 26,3% 3,5% 0,2%

A grafikont kb. 32 000 dolgozat értékelésébdl kaptak, ahol az els6 sort (egyetem, féiskola) 85%-
ban, a masodikat 9,8%-ban, a harmadikat 9,4%-ban, végiil az utolsot 1,4%-ban jel6lték meg a
dolgozatok ir6i. Mivel tobb valaszt is meg lehetett jelolni, ezért 5,6% tobblet adodott. Az
egyszeriisités kedvéért tegyiik fel, hogy csak az els6 és a masodik sort jeldlte meg az, aki tobbet
jelolt meg, igy ezt vegyiik figyelembe a szamitasnal.

a) Szamolja ki, hanyan szereztek az irasbeli érettségin 5, 4, 3, 2, illetve 1-es osztalyzatot!

b) Készitsen kdrdiagramot, amely a 3-as jegyet szerzOk megoszlasat mutatja a tovabbtanulasi
szandékaik szerinti megoszlasban!

¢) Abrazolja savdiagramon az elégtelenek (1), illetve a jelesek (5) eloszlasat a tovabbtanulasi
szandék szerint!

8. A XX. szazad utolso6 6t olyan olimpiajan, amelyen a magyar csapat részt vett, a kovetkez6 érmes
helyezéseket értiik el.

Moszkva Szoul Barcelona | Atlanta Sydney
1980 1988 1992 1996 2000
arany 7 11 11 7 8
eziist 10 6 12 + 6
bronz 15 6 7 10 3

a) Abrazolja az adatokat oszlopdiagramon!
b) Hany érmet nyertiink atlagban az egyes olimpidkon?
¢) Hany arany-, eziist-, bronzérmet nyertiink atlagban ezen az 6t olimpian?
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9. A tablazatban egy osztaly valamely
matematika dolgozatanak eredményei
szerepelnek. a) készitsen Osszesitést az
osztalyzatokrol és abrazolja diagramon!
b) Mennyi a dolgozatjegyek atlaga és
szorasa?

BEATE 2 BTNl 2 Iz 3 SEie| 2
D.V. 1 H.E. 2 L.E. 4 Sz.A. | 4
E A. 1 KAl 2 M.A. | 3 O 2
EL. 1 e 4 NeA| 1 V.R. J
G.DY| 1 KabaE| 5 NEDE 1 Zsilell 5

10. A labdartigd NB I llasa a 2001. 8szi szezon zarasakor a kdvetkezd volt:

. MTK 22 17 3 2 46-13 54 (Azoszlopokban a lejatszott mérkdzések

2 ZTE 2 13 4 5 44-26 43 szama, a gyOzelmek, dontetlenek, vereségek

3. D'unau_]varOS e MO SY B I 13T szama, a golkiilonbség [ragott — kapott goélok

4. Videoton 2209110 6 6 29-26 36 , . ; ;

UrC 5 10 4 8 34_30 a1 Szama] és a megszerzett pontok szdma allnak.)
e » 8 5 9 39-40 29 @) Mekkoraa meccsenkénti golatlag?

7. Kispest 2 7 5 10 30-41 26  b)Mekkora a csapatonként ragott golok atlaga?
8. Debrecen 22 5 10 7 26-31 25| c)Mekkora a csapatonként kapott golok atlaga?
9. Sopron 22 G5 Dieall] 33-42 23 Mit tapasztal?
:(1) gyfrd ii j 3 3 zz = iz 21 | d) Sorolja 10 gol tagassagh osztalyokba (0-9,

3 aladas - 11 3 - 19 v qae , hae ,
10-19, ...) kiilon kiilon a k lok

12.  Vasas 7 s SR S S A IS 0-19, ....) kiildn a rugott, kiilon a kapott golo

szdma alapjan a csapatokat!

11. Egy o6tlakésos tarsashazban a kozos koltségeket az Uin. tulajdoni hanyadok szerint, a fiitési kolt-
séget pedig kiilon aranyok szerint fizetik a tulajdonosok. A tulajdoni hanyad minden szazalékara
260 Ft, a flitési arany minden szazalékara 340 Ft fizetend6 be havonta.

tulajdoni hanyad futesi koltseg arany
M. 29,4% 30,1%
J. 10,6% 10,9%
E. 19,6% 21,8%
S. 30,9% 29,5%
B 9,5% 7.7%

12. A Foldkozi-tenger mediterran orszagainak narancs €s
mandarin termelése a mellékelt tablazat szerint alakult
1978-ban. a) Szamitsa ki a szdzalékos megoszlasokat, és
abrazolja kordiagramon! b) Az olaszorszagi termés hany
szazalékat adta Szicilia, illetve Calabria, ha ott 1, illetve
0,65 millié tonna narancs és mandarin termett az adott

évben?

a) Szamitsa ki, hogy az egyes lakasok utan havonta
melyik cimen mennyit kell befizetni!

b) Mennyi a havi 6sszes befizetés egyik, illetve masik
cimen?

c¢) Tekintse mindkét oszlopban a feltiintetett aranyok
atlagat! Mit tapasztal? Magyarazza meg!

orszag termelés
(millio mazsa)
Spanyolorszag 25
Olaszorszag 19,6
Izrael 10
Marokko 7.8
Egyiptom 7,8
tobbi orszag egylitt 15

13. Az évenkénti fogyasztdi arindex alakulasat mutatja két orszagban az alabbi tablazat.

év Magyarorszag (%) | Nagy-Britannia (%)
1992 100 100
1993 122,5 101,6
1994 118,8 102,5
1995 128,2 103,4
1996 123,6 102,5
1997 118,3 103,1

a) Szemléltesse vonaldiagramon a két adatsort
(ugyanabban a koordinatarendszerben)!

b) Mekkora volt a két orszagban az 1997-es év
arszinvonala 1992-h6z képest?

c) Atlagosan évi hany szazalékos aremelkedés volt az
1992 végétdl 1997 végéig terjedd idészakban az
egyes orszagokban?
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14. A ,Magyar Statisztikai Zsebkonyv 2000 alapjan megallapithatd, hogy kiil-, illetve belfoldi
vendégek hany ezer ¢jszakat toltdttek kereskedelmi szallashelyen teriileti egységenként a 2000.

évben.

kiilfoldi | belfoldi a) Hatarozza meg, hogy Magyarorszagon az 0sszes
Kozép-Magyarorszag | 4 270 1 185 kereskedelmi szallashelyen toltott vendégéjszakdnak hany
K&zép-Dunantul 1539 it %-at foglaltak el kiilfoldiek! b) Készitsen
I upat Dy ntil o0 L) oszlopdiagramot a hét régidban a kiilfoldiek és a
Dél-Dunantul 1402 1252 1 g , tqpa T 1, .
e N aonid 329 1198 belfoldiek ill‘aal eltoltott vendégéj szgkakrol! C) Mllyen
Eszak-Alfold 744 873 Iényeges kiilonbségek olvashatok ki a tablazatbol, illetve
Dél-Alfold 275 674 az oszlopdiagramokbol?
15. korcsoport ferfi né
Magyarorszag népességének korcsoportok szerinti (év) (ezer 16) | (ezer £6)
megoszlasat mutatja a tablazat 2000. januar 1-jén. 0-9 565 537
a) Készitsen oszlopdiagramot a férfiak és a nok 10—19 649 621
korcsoport szerinti megoszlasarol! 20-29 825 789
b) Abrazolja diagramon a férfi-, illetve nétobbletet az 30-39 646 633
egyes korcsoportokban! 40-49 758 788
c) Kordiagramon mutassa be az 6sszlakossdg nemek 50—-59 589 670
szerinti szazalékos megoszlasat! 60—69 414 574
70-79 271 469
8089 68 150
90— il 20
életkor (honap) energia (kcal/kg/nap)
16. 0 124
A kovetkez0 tablazat egy egészséges csecsemo 1 ' 116
atlagos energiasziikségletét adja meg egyéves 2 109
korig. 3 103
a) Abréazolja vonaldiagramon az adatokat! 4 99
b) Szamitsa ki az energiasziikséglet atlagat, 5 96,5
szOrasat és medianjat! 6 95
c¢) Vizsgalja meg, van-e a szerepld 7 94,5
szamsokasagnak modusza, s ha van, akkor 8 95
hany! 9 2
d) Mekkora egy csecsemd 10 100
energiasziikségletének atlagos havi valtozasa? il LU
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17.

130 + 140 -

129 \_’/
120

100 -

80 4

60 4

foglalkoztatottak (millio £6)
)
W
foglalkoztatottak (millio f6)

Mindkét diagram ugyanannak a tablazatnak az adatait szemlélteti.

a) Foglalja tablazatba az 1981-1989-es években az EGK orszagaiban foglalkoztatottak szamat!
b) Vazoljon roviden két konkrét helyzetet, amelyben az elsd, illetve a masodik diagramot megté-
vesztd szandékkal lehet felhasznalni!

18. Zsergulidban egy kormanyparti vezetd politikus népszeriiségi indexének az utols6 12 heti
alakulasat mutat6 diagramot jelentetett meg egy kormanyparti és egy ellenzéki napilap, és mind-
kettd rovid kommentart is flizott az adatok alakuldséhoz.

60 1— PEar
IEERERAEEREEHE 57.9 4
50 1 _ 5174[
S & 575 B
g = 5 573
QL =
£ 30 - £ 57,11
gu ;:u 56,9 -
% 20 3 56,7
g $ 565- L
7] -t ]
gt 5 5631
0 T T L] T T T T T T T T 1 56~1 T T T T T T g | T ]l T T 1
. 2.3 4 5 6 7, 8. 9 10 1. 12 1,723, 4, 5 6 7, 8.9, 10,11, 12,

hét hét
a) Mi az eldnye, illetve hatranya a bemutatott diagramoknak a 12-elemii adathalmaz értékelése
szempontjabol?
b) Irjon rovid kommentart az egyes diagramokhoz a politikust tAmogatd kormanyparti, illetve 6t
tamado ellenzéki lap tudositojaként!

84



19. Készitsen a valtozasokat szandékosan kiemeld, illetve lekicsinyité diagramokat a bal oldali
tablazat adatai alapjan! Flizzon , kommentart” az elkészitett diagramokhoz!

ev élvesziiletesek szama
X orszagban (ezer f6) - o
1989 86,4 Ft (jegy) | B vomaljegy | Ft(bérlet)
1990 90,9 100 i ﬁt“nr‘t:in;i]l ——-——”[q
1991 93,9 90 — 360012300
i I ELLY L 4000
1992 948 ’7‘8 1(& 28@‘}02?] ‘ ® [ 2000
1993 90,1 3 ;
, 60 L 2500
1994 89,2 50 4 - 2000
1995 87,4 40 - L 1500
1996 87,0 30 0
6’5 o 4 L 1000
1997 8 2 i . L 500
1998 87 0 - 0
1999 88,8 & & & & > ¥ S
& & &N & &> &
N v v =

20. Egy napilapban jelent meg a jobb oldali abra a BKK jegy-, illetve bérletarainak valtozasat
szemléltetve.

a) Olvassa le a jegy-, illetve a bérletarak alakulasat, és adja meg tablazatos formaban, feltiintetve az
idot is!

b) Mi a probléma a vizszintes tengellyel?

c) Milyen hamis képet sugall a bérletarak vastag vonala?

d) Helyes-e a két grafikon egyben megadasa, és megfeleléek-e az aranyaik?

21. a) Mit tud leolvasni a bal oldali grafikonr6l? b) Sorolja fel az dbrazolas legalabb harom (nem
tartalmi, hanem formai, illetve numerikus) hibajat! c) Készitsen egy korrekt abrat! d) Mekkora volt
az EU-tagallamokban az atlagos egy fore jutd cigarettafogyasztas?

Felmérés a rendori korrupciorol

Egy fore juto cigarettafogyasztas
az EU-tagallamban, db (1997)

Magyarorszagon, 1999

Felmérés a rendéri korrupeiorol: kozvélemeény-kutatds

a rendéri allomanyban. 130 f6 megkérdezésével
OrSZAL
OrogorsSice Sk

,,G»,,uf Luxe\\’\b\,\lg

16 000 000

Spam'o““smg

Némemmag 14,000 000
12 000 000

10 000 000
tugalid
portugd

Bc\g‘\um £ 000 000
6 000
6000 000 QQQ\\
-4 000 000 \‘JQ Q\\QQ QQQ 5
W ®
2 000 000 {
1 006 000 @

0

rmity) nyomain

Minisztériumi Onszagos Megyei  Helyi  Jarorok,
vezetok vezetok  vezaok parancsnokok  eloadok

22. A renddri korrupciéfél késziilt felmérést mutatja a jobb oldali dbra.
a) Mit abrazolhat ez a grafikon? Milyen ismeretek kellenének még az értelmezéshez?

b) Sorolja fel az dbrazolas legalabb két (nem tartalmi, hanem formai, illetve numerikus) hibajat!
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23. A bal oldali grafika az irasbeli felvételiken elért atlagos pontszam valtozasait mutatja 1992-t61
1999-ig. a) Miért félrevezetd ez az dbrazolas? b) Abrazolja ugyanezeket az adatokat helyesen!
¢) Miért nem mondanak til sokat egy felvételizonek ezek az adatok?

Felveteli irasbeli dolgozatok

atlagai Magyarorszagon, 1992—1999

Maximalis pontszam
egy targybdl irasbeli
dolgozat esetén:

15 pont
8,00
(1993 19,09
11994 ] 8,57
[1995 ] 8,60
822
8,26
7,70
788 :

700 750 800 850 9,00

mti) nyoman

h -
S

9.f

Tervezett kozlekedésfejlesztesi és -fenntartasi

beruhazasok Magyarorszagon (1994-2000)

a) feldjitas és fenntartas, minimalis 0] épitkezés
b) 1994. évi aron

Repiilogepek,
tiizoltoautok,
szolgaltatd

és egyéb jarmiivek

EDss-él

Hajok, uszalyok m 45-51

Mozdonyok, vastiti kocsik, tehervagonok .\\\'\53(

Teherautok @ 138-198

Autobuszok @172—2324‘
Személyautok [”*‘M—‘

i) nyomin

24. A jobb oldali diagram a tervezett kozlekedésfejlesztési és -fenntartasi beruhazasokat mutatja

1994-¢s arakon.

a) Mutasson be az abrazolas hibai koziil legalabb harmat!
b) Készitsen a megtalalt hibaktol mentes grafikus szemléltetést!

25. A 12. M osztaly utolsé6 matematika-dolgozatanak eredményei:

osztalyzat 5 4 3 2 1
gyakorisag 1 3 6 | 11| 4
relativ gyakorisag

a) Toltse ki a relativ gyakorisag sorat!

b) Abrazolja az osztalyzatok relativ gyakorisagat

vonaldiagrammal!

¢) Hatarozza meg a dolgozatokkal elért
osztalyzatok moduszat és medianjat!

d) Milyen statisztikai jellemzdkkel és
hogyan érvelne a kovetkezo allitas mellett?
Ez a dolgozat elég gyengén sikeriilt.

26. A mellékelt tablazat egy orszdg munkanélkiili lakosainak nemek szerinti megoszlasat mutatja,

¢letkor szerinti osztalyokba sorolassal.

életkor no férfi relativ gyakorisagok a relativ gyakorisagok a
(ezer 10) | (ezer f0) munkanélkiili nék kozott munkanélkili férfiak kozott
15-24 17,3 135
25-29 15,4 10,9
30-39 19,3 16,1
40-49 13,5 14,0
50-59 11,9 15:2
60—64 0.4 0.6

a) Toltse ki az lires oszlopokat (a relativ gyakorisagokat az adott nemen beliil kell szdmitani két

tizedesjegy-pontossaggal)!

b) Abrazolja kozos koordinata-rendszerben a nemek szerinti relativ gyakorisagokat diagrammal!
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27. Az azonos gyartasi 1,100 -

feltételek mellett eldallitott, 1,000 - R (;\00 580
adott hosszisagu 0,900 - T 0,995 bt : -
szovetmintakat vizsgaltak op 0.800 1

meg, dsszesen ezer darabot. g 0,700 -

Megallapitottak, hogy a § 0.600 1

mintdk mindegyike % 0,500 -

legfeljebb 6 szovési hibat 5 0400 % o0

tartalmaz, s hogy pl. 915 = 0,300 +

olyan szdvetminta van, 0,200 -

amelyik legfeljebb két hibat 0,100

tartalmaz. A mérésrol 0,000 f ? 3 4 s 6 7‘|+
késziilt grafikont lathatjuk . ' ¥ et

Itt.

a) Készitsiink olyan vonalgrafikont, amelyik az eléfordult hibaszamok (1, 2, 3, 4, 5, 6) relativ
gyakorisagat mutatja az ezer mintds halmazban! b) Allapitsuk meg az atlagos hibaszamot!

28. 1zz0k ¢€lettartamat vizsgalva a 250 elemii véletlen mintéra a kdvetkezd oldalon lathaté diagram
szerinti eloszlast tapasztaltak.

a) Készitse el a diagramhoz tartozé gyakorisagi tablazatot!

b) Mennyi egy véletlenszeriien valasztott izz6 varhato élettartama? (Az osztalykozepekkel — vagyis
az intervallumhatdrok szamtani kézepével — szamoljon!)

c) Toltse ki a mellékelt tablazatott s abrazolja a kapott értékeket vonaldiagramon!

65 -
60 A S
55 -1
50 4
45 4
T 40 — r—
& 35 |
é 40 o . Az izz0 élettartama relativ gyakorisaga
- S legfeljebb (6ra)
% 4 900
iy 950
L { ’ 1000
2 ’ 1050
O T T T T T T T T 1 1100
o (=) (o] o] (=] (=] (o] o (=
S8 "B lE o uEE aE 1150
o ) J i | | ! | | 1200
(=] [w] (e o =) <
.8 @8 E 8.8 F 8 8 1250
¢élettartam (Ora) 1300

29. Egy bizonyos novényfajtabol 100 termést vizsgaltak meg abbdl a szempontbol, hogy hany
magot (szemet) tartalmaznak. A kovetkezd tablazat mutatja az eredményt:

magszam 0 1 2 3 + 5 6 7 8
gyakorisag | 2 |. 1 5 9 19 |26 | 21 12 7

a) Készitsen gyakorisagi diagramot a magok szamarol! b) Adja meg az atlagos magszamot!
c) Mekkora a magszam medianja, modusza?
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30. Egyszer egy Szodlia 6ran egy ropdolgozat munkaidejét feljegyezte a tanar. A kezdéstol a

beadasig a kovetkez6 percre kerekitett eredményeket jegyezte fel, az adatok osztalyozéasa utan:

munkaidé (perc)

10—14

15—-16

17

18

19-21

22

tanulok szama

5

7

4

7

6

a) Becsiilje meg az atlagos munkaidét! b) Szamolja ki a ,,pontos" atlagot, ha az osztalyba sorolas

elotti eredmény a kovetkezo tablazatban olvashato:

munkaid6 (perc)| 10| 11| 12| 13 [ 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21 | 22

tanulok szama IR OR |52 N[O SN2 B4 5 3| AN T 1l A ) |
c¢) Rajzoljon fel hisztogramot az elsé tablazat alapjan!
31. Egy osztaly leanytanuloi tornadran 2681 332 [LaTirss2| a4
tavolugrasban az alabbi eredményeket érték el 3.60 | 361 | 3.80 | 3.81 | 3,57
(méterben). . , 3.65 | 3.56 | 3,88 | 3,52 | 3.6
Kerekitse az adatokat egy tizedes pontossagra, 3.46 | 3.60 | 3.71
¢s készitse el az igy kapott adatok gyakorisagi 3,66 | 3.59 - : ;

¢s relativ gyakorisagi tablazatat!

32. a) Szamolja ki a kdvetkezd 50 tanuld atlagos tesztpontszamat a megadott tablazat alapjan:

451523 | 135527 | 324 [N 5E [ 295 o 19 {125 | 218 36N 15338 | 28| 6| 301|520
24107 | 25161 340 [H215] 5350120 [8il7) | B9 2| Z301 [F145| E291 1SS ¥ 265 5231 25
21| 32| 23] 18| 26| 11| 28| 43| 24| 43| 24| 10| 37| 22| 34| 23

b) Csoportositsa a teljesitményeket néhany egyenld szélességli osztalyba, és adja meg a gyakorisagi
diagramot!

c) Az osztalyok alapjan is szamoljon atlagot (ilyenkor az osztaly kdzépértéket szorozza a tagok
szamaval), s indokolja a két atlag (az a)-beli €s az itteni) eltérését.

33. A sorozaskor 250 Gjonc testmagassagat mérték meg, €s az eredményekrdl az alabbi tablazatot
készitették.

186—190
48

191-195
22

176—180
60

181—-185
65

166—170
18

171-175
37

magassag (cm)
ujoncok szama

a) Add meg az adatokhoz tartozo diagramot!

b) Mit lehet mondani az Gjoncok jellemzd, atlagos magassagarol?

C) Szamitsd ki a magassagok szorasat!

d) A legmagasabb 40 Ujoncot egy kiilon szakaszba osztottak be. Melyik magassagosztalyba tartozik
ezen joncok testmagassaganak medidnja?

34. Egy feladatgylijtemény fejezeteiben az alabbi szamu feladat szerepel:

50, 58, 97, 41, 55, 35, 32, 26, 30, 70, 75, 41, 57, 76, 40, 32, 57, 32, 65, 58, 150, 71, 108, 99, 165,
257,172, 108, 209, 165, 194, 207, 94, 144, 64, 177, 61, 232, 190

a) Sorolja harmincas szélességii osztdlyokba az adatokat!

b) Abrazolja diagramon az a)-ban kapott eredményt!

c) Az osztalykozepekkel szamolva hany feladat szerepel atlagosan egy fejezetben?

d) A feladatgylijteményben 0sszesen 3894 feladat szerepel. Szamitsa ki igy egy fejezet atlagos
feladatszamat, és hasonlitsa Ossze ezt a c)-ben kapott eredménnyel!
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35. A Mozaik egyiittes valamely tiz egymast

Melyik adat minek a jellemzésére hasznalhato?

kovetd koncertjén elhangzott dalok szamat J.-klub Cegléd K. Pub | A. Gimnazium | T. Gimnazium
mutatja a tablazat. a) Mennyi az eljatszott 17 14 18 17 15
33 16 9 32 14

36. Paraguayban az ezredfordulon a kdvetkezd (kerekitett) 1étszamban besz¢lték anyanyelvként az
alabbi indian nyelveket:

angaite 2 000 | csiripa 10 000 | guarani 3003 000 | mbua 5 000
asuslaj 15000 | guajaki 1 000 | kaszkiha 500 | szanapana 3 000
csirigvano 100 000 | guajkuru 1 000 | maszkoj 2 000 | terena 25 000

a) Rendezze sorba a nyelveket beszéldinek csokkend 1étszdma szerint!
b) Hatarozza meg e besz¢lok 1étszamanak 6sszegét, atlagat, medianjat!
c) Magyarazza meg az atlag és a médian nagy eltérésének okat!

37. 11 tanulé maxi mim 100 pontos teszteredményei a kovetkezok:

100; 100; 100; 63; 62; 60; 12; 12; 6; 2; 0.

a) Az egyik tanulo rendkiviilinek tartja az eredményt, mert a 47 pont szerinte tulzottan alacsony.
Melyik statisztikai jellemz6t valasztotta a tanuld? b) A tanar szerint a legtobbszor eléfordulo érték
azt mutatja, hogy jo eredmények sziilettek. O melyik jellemz6t vélasztotta érveléséhez?

c) Az igazgat6 azt mondta, hogy a 60 pont nem mondhat6 rendkiviilinek. Hogyan érvelhetett az
igazgat6? d) Hogyan jellemezné a 11 tanul6 egyiittes teljesitményét?

38. Egy 25 f6s osztaly egyik magyardolgozatanak eredményei meglepetést okoztak mindenféle
osztalyzat el6fordult, és mindegyiket pontosan 5 tanul6 érte el. Szamitsa ki az osztalyzatok atlagat,
medianjat és szorasat!

39. Egy munkahelyen vizsgaltak a dolgozok életkorat és fizetését. A 24 dolgozo koziil 5 16 23 éves,
8 16 26 éves, 6 6 35 éves, 3 16 43 éves és 2 6 51 éves. Ketten keresnek havonta 6000 fabatkat,
harman 7000-t, heten 9500-at, kilencen 10 ezret, ketten 11 ezret és egy f6 14 ezret.

a) Szamitsa ki az életkorok atlagat és a fizetések atlagat!

b) Jellemezze mindkét adathalmaz szérodasat a terjedelemmel és a szorassal!

c) Az ¢életkorok vagy a fizetések szornak jobban?

40. Egy 0jfajta margarint szeretne piacra dobni a NoKoleszt csoporttag | E csoport | M csoport
cég. Termékiiket tobbek kozott ugy is tesztelik, hogy két 12 L. 5 2
f6s csoportnak bemutatnak sok olyan ételt, amelyet az 0 2. 6 8
margarin felhasznalasaval készitettek. A tesztalanyok 3 ¢ 1
mindegyike egy tiz fokozatl skalan értékel: 1-t61 10-ig adhat 2' ; 1?
pontszamot (magasabb pontszdm nagyobb tetszést fejez ki). A 6. 5 10
pontszamokat mutatja a tablazat. 7. 6 10
8. 6 9
a) Szamitsa ki mindkét csoport esetén az adott pontszdmok 9. 5 1
atlagat. Milyen kovetkeztetéseket vonhat le a gyarto cég 10. 5 -
csupan az atlagpontszam alapjan? :l 2 1(2)

b) Hatarozza meg mindkét csoport esetén az adott pontszamok szorasat. Ha csak az a)-ban kiszami-
tott két szamot és a két szorast hozndk a gyartd tudomasara, akkor ezek alapjan milyen kovetkezte-
téseket vonhatna le az Gj termék varhato fogadtatasaval kapcsolatban?
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41. Halastoban a pontyok szdmat szeretnék megbecsiilni. E16szor megjeldlnek 200 pontyot, ezeket
visszaeresztik a toba. Két hét mulva Gjra kihalasznak 200 pontyot és azt tapasztaljak, hogy ezek
kozott 18 megjeldlt van. Hogyan becsiilhetik meg ennek alapjan a pontyalloméanyt?

42. Egy osztalyban az egyik matematika-dolgozat atlaga 3,25, a jegyek 6sszege 78 volt. Tudjuk,
hogy senki sem irt elégtelen dolgozatot. Legfeljebb hany jeles dolgozat lehetett?

43. Budapesten az 1997 1998 1999 2000 évben

a csapadék mennyisége 304 644 842 389 mm,

a csapadékos napok szdma 104 109 135 104 volt.

Hatarozza meg

a) a négy éves csapadékmennyiség atlagat €s szorasat;

b) a csapadékos napok szamanak atlagat és szorasat;

c) hogy az egyes években egy csapadékos napon atlagosan mennyi csapadék hullott!

A csapadékmennyiség atlagat tizedmilliméter-pontossaggal adja meg!

(Csapadékos napként azt a napot tiintették fel, amelyen legaldbb 0,1 mm csapadék hullott.)

44. Egy osztalyban mind a 24 tanul6 harmas dolgozatot irt. Egy masikban 7 tanul6 irt kettes, 10
harmas és 7 négyes dolgozatot, mig egy harmadikban 7 tanul6 irt egyes, 8 harmas és 7 6tos
dolgozatot. Hatdrozza meg mindhérom esetben a moduszt, az 4tlagot és a szorast!

45. Az adatok a 30-60 ezer lakost magyar varosok népességét mutatjak ezer foben, 2000. januar 1-
jén. Hatdrozza meg a fenti adatok alapjan a moduszt és a mediant!

Varos nepesség Varos nepesség Varos nepesseg
Erd 51 Cegled 36 Mosonmagyarovar 30
Viac 33 Godollo 30 Dunatjvaros 55
Papa 33 Ajka 32 Zalaegerszeg 60

Sopron 54 Szekszard 35 Nagykanizsa 52

Ozd 39 Eger 57 Kazincbarcika 32

Baja 37 Gyula 33 Kiskunfélegyhaza 32
Gyongyos 33 Oroshaza 32 Hajduboszormeny 31
Szentes 31 Salgotarjan 44 Hodmezovasarhely 48

46. rjon fel ugy 16 szamot, hogy csak az 1, 2, 3, 4, 5 szamot szerepeltesse, tovabba:
a) a szdmok atlaga 3,25, medidnja 3, modusza 3 legyen!

b) a szamok atlaga 3,375, medianja 3,5, modusza 4 legyen!

c¢) Hatarozza meg mindkét esetben a szorast is!

47. Egy kis iskoladban nincsenek parhuzamos osztalyok. A 8 osztalyban tanuldk 1étszamat mutatja a
tablazat. a) Allapitsa meg a létszamok atlagat, medianjat és moduszat!

b) Készitsen oszlopdiagramot!

osztalyok e 2: ¥ 4. S 6. 7 8.
letszamoky] 27 | 30| 32| 27| 29| 27| 33| 32
48. Costa Rica népességét mutatja a 20. szdzadban a kdvetkezd tablazat (ezer foben). Szamitsa ki a
tizéves népességszam-novekedések atlagat!
1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990
300 | 400 | 510 | 630 | 750 | 870 | 1300 | 1740 | 2350 | 3000
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49,

név sportag | Osszes| egyéni | csapat Balra a legtobb aranyérmet nyert

1. | Gerevich Aladar vivas 7 1 6 olimpiai bajnokaink neveit és

2. | Karpati Rudolf vivas . 6 - E eredményeiket latjuk az ujkori

3. | Kovcs Pl vivas 6 1 > nyari olimpiai jatékok els6 szaz
4. Egel'szggi Krisztina uszas 5 5 0 évében:

5. | Keleti Agnes toma 312 : a) Szémitsa ki a felsorolt

6. | Darnyi Tamas uszas 4 4 0 16k & i o

7. | Fuchs Jené dr. vivds 4 2 2 spgrto Ok osszes olimpial

8. | Kulcsar Gyozd vivas 4 1 3 bajnoksigai szamanak 4tlagat,
9. | Papp Laszl6 okolvivis 3 3 0 szorasat, medianjat ¢s moduszat!
10. | Balczo Andras ottusa 3 1 2 b) Készitsen az egyéni aranyak
11. | Fenyvesi Csaba vivas 3 1 2 sportagankénti megoszlasabol
12. | Kabos Endre vivas 3 1 2 kérdiagramot!
13. | Berczelly Tibor vivas 3 0 3
14. | Gyarmati Dezs6 vizilabda 3 0 3
15. | Karpati Gyorgy vizilabda 3 0 3
16. | Rajcsanyi Laszlo vivas 3 0 3

50. A kovetkez6 16 adatsor 21 éves holgyektdl szarmazik
magassag (cm) | tomeg (kg)| cipbmeret | magassag (cm) | tomeg (kg)| cipdméret  b) Mennyi a tdmeg mediénja?

167 59 36 160 55 37 ¢) Mi a cipdméret modusza €s
n e s e g 5 e
:Zg 5 - i 0 37 d) Abrazolja a magassag-
159 54 36 170 57 39 cipéméret pontparokat
171 55 38 159 53 36 koordinatarendszerben, és
167 52 38 168 68 38 allapitson meg valamilyen
169 78 38 174 60 39 trendet!
a) Szamolja ki az atlagos magassagot és ennek a szorasat!
50 -
51. A 200l-es iskolai matematika irasbeli 40 -

¢érettségi jegyek atlaga és szorasa
aszerint, hogy mi a kedvenc tantargya a ek
tanulonak (1: elsésorban human targyak; 2,0 1
2: els6sorban real targyak; 3: human, 1.0 4
real egyarant van; 4: nincsenek kedvenc -
I 2 3 4

tantargyai). Azt is tudjuk, hogy a il 5 | | &
valaszok gyakorisag-eloszldsa a kb. 32 B oitag | 293 | 401 | 365 2,91

000 tanuld kozott: 1: 41%; 2: 18%; 3: B szovas | 094 | 1,04 110 | 100
31%; 4: 10% - o ‘ .

a) A tablazat és a valaszok alapjan hatdrozza meg a matematika érettségi orszagos atlasat!
b) Melyik csoport teljesit ez alatt, melyik e felett?

c) A szorasokat is figyelembe véve fogalmazzon meg allitasokat a jegyek és az érdeklddés
kapcsolata kozott, amit tamasszon ala a megadott informéciokkal!

52. Egy kertészeti cég postan elkiildte egy novény palantait, és azt allitotta, hogy egy év utan a
novények atlagos magassaga 85 cm lesz. 24 ndvényt egy év utan lemértek, és az alabbi adatokat
kaptak cm-ben. Keresse meg a szamtani kozepet €s a mediant! Igazolja-e eredményiink a cég
allitasat?

6 7 7 9 34 56 85 89
89 90 90 91 91 92 93 93
93 94 95 95 96 97 97 99
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53. Egy autdakkumulatorokat gyartod cég vezeté mérnokének kétféle eljaras koziil kell valasztania.
Egy-egy 8-elemii mintat vesz mindkét eljarassal gyartott akkumuldtorokbol, és élettartamukat
vizsgélja. Az élettartamok honapban vannak megadva. Mi az egyes mintak szamtani kozepe és
szorasa? Melyik eljarast ajanland a mérnoknek? Valaszat indokolja is!

W

25 23 26 20
26 20 27 19

A eljarassal gyartott 21 24 22
B eljarassal gyartott 23 27 20

[N A
9]

54. Egy ¢lelmiszerbolt helyének kitlizésé¢hez célszerli felmérni, hogy a vasarlok mekkora tdvolsagot
hajlandok gyalog megtenni a lakasuktol az iizletig. Az egyik boltban ezért véletlenszeriien
kivalasztottak néhany vevét és feltették nekik a kérdést. A valaszokat a kovetkezd gyakorisagi
tablazat tartalmazza:

tavolsag (m) | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800
yakorisig i e e 7 3 2 1 1

a) Allapitsa meg a minta atlagat, moduszat, medianjat!
b) Abrazolja az adatokat oszlopdiagram segitségével!

55. Egy iskola tanuldi kémiaversenyre késziilnek. A szaktanar a hdrom legjobb eredményt elérd
tanulot jelolte a versenyre. Andras, Zoli és Béla a kovetkezo eredményeket érte el kémidbol:

Andras Zoli Béla
felelet 5:55095:5: 474 5:4:4; 4 2930
dolgozat 5;4

)

DD
513

s
Sk

L9,

a) Szamitsa ki a tanuldk jegyeinek atlagat, ha az irasbeli dolgozatok jegyeit hdrommal sulyozzuk!
b) Allitsa sorrendbe a harom tanulét a jegyek fenti atlaga alapjan!

56. Egy csoport matematika— osztalyzatok 1 9. 3 4 5
dolgozatainak eredményei a . dolgozat | 3db | 6db | 3db| 2db | 2db

kovetkezok. Szadmitsa ki az egyes

2
dolgozatok atlagat és szorasat! 2-CotgonatBIe o > doile 2.iba i 4 GO 210D

3. dolgozat | 5db | 3db | 2db| 3db | 3db

57. Egy osztaly tanuldinak otthonrol az iskolaba valdo megérkezéséig atlagosan az alabbi (percekben
mért) idére van sziikségiik:

T R TR R N P B 18 | 10| a) Adjameg alegtobb és a legkevesebb 1d6t
51 131 18| 5| 15| 16] 40| 34| 25 felhasznalo tanulo 1dejének kiilonbségét!
7_% 15 | 10 1-9 o T o 2 b) Hatdrozza meg az adathalmaz medidnjat!

c) Sorolja 10 perc szélességli osztalyokba az adatokat! Melyik osztalyban van a legtobb elem?

58. Egy vallalat dolgozoi korében az ezer forintban megadott havi bruttd bérek az alabbi
gyakorisaggal fordulnak el6:

havi bér 65 72 80 115 | 188
gyakorisag 8 5 4 2 1
a) Hatarozza meg a havi bérek szorddasi mutatoit (terjedelem, atlagos abszolut eltérés, szoras)!

b) Hogyan valtoznak a szérodasi mutatok, ha minden dolgozo bérét 12 000 Ft-tal megemelik?
¢) Hogyan valtoznak a szorodasi mutatok, ha minden dolgozo bérét 10%-kal meg-emelik?
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59. K¢ét fiticsapatnak egy magasugroversenyen elért cm Szocskék (f6) Brekik (f6)
eredményeit mutatja a tablazat. a) Ertékelje 120 3 3
statisztikai mutatok segitségével mindkét csapat 125 4 2
teljesitményét kiilon- kiilon! b) Hasonlitsa dssze a 130 2 1
két csapat teljesitményét! Melyiket tartja jobbnak és s 2 0
miért? L 1 !

145 0 2

60. On egy focicsapat egyik vezetdjeként uj kapust keres. Végiil két jeldlt marad: X és Y, akik
kozott donteni kell.

a) Az utolso tiz mérkdzésen X Osszesen 20 golt kapott, Y pedig 25-6t. Hogyan dontene és miért?
b) Késobb az is kideriil, hogy az egyes meccseken hany golt kaptak a jeloltek:

1. o | SeA | S i 6 T SRS S SRR O el O
X 2 1 3 1 1 2 2 3 2 3
i - 5 2 B 6 2 1 0 0 1

Megvaltoztatja vagy megerdsiti el6z6 dontését?

61. Egy kosarlabdacsapat két biintetddobojanak eredményességét az alabbi statisztika mutatja:

A: 242 buntet6bdl 176 sikeres; B: 504 biintet6bdl 328 sikeres.

a) Melyikiikkel dobatna a biintet6t, ha més informacié nem all rendelkezésre (pl. pillanatnyi forma,
idegallapot stb.)?

b) Mekkora eséllyel dob be 6t biintett egymads utan az A, illetve a B jatékos?

62. Egy nem feltétleniil kiilonb6zd pozitiv egészekbdl allé szamsokasdgban egyszer szerepel a 68
is. A szamsokasag atlaga 56. Ha azonban a 68-at kihagyjuk a sokasagbol, akkor az atlag 55-re

csOkken. Legfeljebb mekkora lehet a szamsokasagban szerepld legnagyobb szam?

63. Egy 35 f6s A osztalyban félévkor a kdvetkezd matematikajegyek sziilettek:

jegy 1 2 3 4 5
tanulok szama 2 9 11 8 5

a) Készitsen abrat az adatokbol! Ertékelje az osztaly eredményét!
b) Hasonlitsa dssze ezt az eredményt a parhuzamos B osztalyéval, ahova 32 tanulo jar!

jegy 1 2 3 4 5
tanulok szama 0 13 6 3 10
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64. ,,A tbc-helyzet Magyarorszagon 1999-ben” cimii cikkhez k6zolték a mellékelt abrat, amelyen a
100 000 lakosra szamitott betegek szamat tlintették fel.

= 133
L 8,49 6715 (St 5 49

e Cyg;:;l::tm F;z,‘ner,:on':l R szs ﬁ
2,61 4,80 8,45 ‘am 11558

Vas 7 Veszprtm l-‘ejér

Somogv Tblnn th“'l 1 75 Békés

4,06
\ Zala i 692 12 973
’ = 10 > ;
B."“‘“ P,

nad”

4
Y

Fn: %

JSalatt © 10-15
0O5-10 @ 1520
@ 20 felett

mii) nyoman

A megy¢k népességét az alabbi tablazat mutatja (a megyék nevét roviditettiik, a lakossag szama
pedig ezer foben értendd):

B-K Ba Bé B-A-Z | Bp. Cso Fe |Gy-M-S| H-B He
531 401 392 729 1815 418 426 424 542 323
J-N-Sz| K-E No Pe So |Sz-Sz-B| To Va Ve Za
411 309 216 1032 330 569 244 266 373 293

a) Hany tebéces beteg jut 100 000 lakosra az egeész orszagot tekintve?
b) Abrazolja a tébécés betegek szamat a hét magyar régid szerinti bontasban!
¢) Melyik régidban a legnagyobb a tébécés betegek abszolut szama, illetve a lakossaghoz képesti

aranya?

65. Az élvesziiletések szamanak O0sszehasonlitasara 1930-ban és 1994-ben a kovetkezo tablazat

a) Hany széazalékkal csokkent az ezer nére

jutd élvesziiletések szama 1930-hoz képest

1994-ben?

b) Milyen adatok kellenének ahhoz, hogy

meg tudjuk mondani a tényleges sziiletések

szamanak valtozasat 1930 és 1994

0sszehasonlitdsaban? Eléfordulhat, hogy

késziilt.
korcsoport ezer nére jutd élvesziiletések szama

1930 1994
15-19 40,9 33,6
20-24 158,5 113,9
25-29 151,8 110,3
30-34 110,7 50,2
35-39 74,8 1752
4044 15,7 2,0

1994-ben tobb gyermek sziiletett, mint

1930-ban?
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